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RESUMEN

El Templo de la Sagrada Familia es considerado construcciéon no gotica. Esta negacion, en parte, es debida por el conoci-
do hecho de que la distribucion de fuerzas, en el Gotico, queda contrarrestada estructuralmente con elementos de apoyo
laterales. Sin embargo, en el Templo la distribucion de fuerzas se contrarresta estructuralmente «de manera orgénica»;
o0 sea, se neutraliza con la construccion de superficies cuadricas que de manera natural genera tal distribucion. Sin negar
lo anterior, aqui, con técnicas de Geometria fractal, descriptiva y computacional, aplicadas a las proyecciones basicas del
proyecto del Templo, parametrizamos la caracteristica consistente en la efectividad de ocupar espacio, la escabrosidad de
sus elementos. Concluiremos que tal caracteristica si es gotica, con semejanza general a las catedrales goticas, y en especial
con las catedrales de Burgos, Paris, Amiens y Chartres.
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ABSTRACT

The “Sagrada Familia” is considered to be a no-gothic temple. This negation is due to the known fact that the force dis-
tribution in the Gothic style is structurally counteracted by means of support elements. In this temple, however, the force
distribution is structurally counteracted “in an organic fashion”, i.e., it is neutralised through the construction of quadric
surfaces which naturally generate such distribution. Without denying that the “Sagrada Familia” is a no-gothic build-
ing, in this paper we use fractal, descriptive and computational Geometry techniques and we apply them to the basic
projections of the temple in order to parameterize the characteristic which describes the space-filling effectiveness of the
design, the roughness of its elements. We conclude that such characteristic is indeed gothic and matches the Gothic style,
particularly the cathedrals in Burgos, Paris, Amiens and Chartres.
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1. INTRODUCCION

Presentamos un anélisis de geometria fractal de la obra méas
relevante de Antoni Gaudi: la Sagrada Familia. Este templo
no es solamente su construccién mas conocida, en la cual
trabajé mas tiempo (1883-1926), sino que es el proyecto que
explica mejor la evolucion de su obra y en el cual concentra
los ideales espirituales, artisticos y técnicos del autor.

Ahora bien, un concepto del legado gaudiniano no se ha con-
siderado con suficiente rigor geométrico, eliminando sub-
jetividad, hasta este estudio: efectividad de ocupar espacio,
rugosidad, escabrosidad de los elementos que constituyen
sus estructuras. Las tres, son expresiones sinonimas y que
concisamente llamaremos «escabrosidad» —en la Seccién 2
mostraremos con rigor la teoria y generacion de medida a tal
concepto—.

La mejor herramienta para describirlo la ofrece la Geometria
fractal a través del ratio llamado «dimension fractal». Esta
herramienta geométrica nos permite generar parametros
—parametros fractales— que ofrecen medidas de tal concepto
estructural de capacidad de ocupar espacio; que no es atribui-
ble tinicamente a elementos euclideos, sino que ademaés viene
generada por el resultado arquitectonico de composicion del
diseno constructivo. Aqui mostraremos que la Sagrada Familia
no solo se rige por patrones euclideos, sino que ademas su es-
tructura posee semejanzas geométricas con las catedrales go-
ticas, que vienen determinadas por su parametrizacion fractal.

1.1. Precedentes arquitecténicos con la teoria fractal

El creador de la Geometria Fractal fue Benoit Mandelbrot,
exponiendo su teoria en The Fractal Geometry of Nature,
en 1982. Ademas de las definiciones matemaéticas de los ele-
mentos fractales presentaba una descripcién de la estructura
irregular de la naturaleza. Con esta nueva geometria, que su-
peraba las limitaciones de la geometria Euclidea, explicaba
como generar una medida para entes similares al contorno de
nubes, lineas de costas, conductos de pulmones, etc.

Las teorias de esta geometria han evolucionado y se han apli-
cando en distintas disciplinas como el analisis de construccio-
nes arquitecténicas. Inspirado por Mandelbrot, Bovill (1996)
desarroll6 un método de célculo de un cierto parametro frac-
tal aplicado a dibujos arquitecténicos (1). Posteriormente, nu-
merosos autores (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) usaron ideas simi-
lares para analizar cuestiones sobre el diseno de arquitectos
como Le Corbusier, Wright, Eisenman, etc. Esas cuestiones se
centran en la relacion entre la estructura de las creaciones de
tales arquitectos y el ambiente en el cual se proyectaron.

Mandelbrot (M) y Max Seitz (M.S.):

M.S.: La obra del arquitecto catalan Antoni Gaudi también
podria considerarse un ejemplo de lo que usted dice. ¢No?

M.: iClaro! He ido a Barcelona a ver las obras de Gaudi y debo
decir que él entendia este punto muy bien. El llamaba organi-
ca a esta arquitectura; €l trataba de imitar muchas de las for-
mas de la naturaleza, como los arboles, que tienen naturaleza
fractal. Organico y fractal son términos muy cercanos.

Mandelbrot y la belleza del caos.
Entrevista Max Seitz. BBC Mundo, 2005.

1.2. Diseiios del estudio

Gaudi dedic6 43 afios en proyectar y dejar pautas construc-
tivas de la Sagrada Familia. Como remarcan los técnicos del
Templo, lo hizo combinando formas geométricas elegidas por
sus cualidades formales, estructurales, luminicas, actsticas y
constructivas: hiperboloides, paraboloides, helicoides y elip-
soides. Estas leyes constructivas, que configuran el aspecto
del templo y resumen el trabajo de la obra de Gaudi, pro-
vienen de la geometria euclidea. Sin embargo, como hemos
dicho anteriormente, la mejor herramienta para describir la
escabrosidad de sus estructuras la ofrece la Geometria frac-
tal. La presente investigacion no sélo la aplicamos al diseno
final del Templo sino que hacemos un recorrido cronolégico
para observar la relacion geométrica fractal que tiene el dise-
fio definitivo con sus precedentes.

Nuestro analisis incorpora (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16)
(17):

1. Los disenos, en planta y alzado (Figura 1), de Francisco de
Paula del Villar. En 1877 recibi6 el encargo por parte de la
Asociacion de Devotos de San José de construir el Templo
de la Sagrada Familia. Pero del proyecto concebido por Vi-
1lar s6lo se construyd la cripta.

2. Los disefos iniciales de la planta de la Sagrada Familia
de Gaudi (Figura 1). En 1883 Villar abandond el proyecto.
Ofrecido el encargo a Martorell, rehus6 su realizacion y
recomendd en cambio a Gaudi. Estos disenos s6lo se en-
cuentran en planta, no existe ningiin documento en alzado
y seccion que las relacione geométricamente.

3. Los disefios en planta, alzado y seccion (Figura 1) de 15 ca-
tedrales goticas (Avila, Leon, Burgos, Toledo, Barcelona,
Santa Maria del Mar, Gerona, Reims, Chartres, Amiens,
Laon, Estrasburgo, Colonia y Westminster) que se com-
pararon con el disefio definitivo de Gaudi. Estas compa-
raciones fueron publicadas por la «Asociacién Espiritual
de Devotos de San José» a lo largo de 1917 en diferentes
ediciones del Propagador y que en ese mismo afio se re-
copilaron en un album explicativo de lo que era y seria
el Templo de la Sagrada Familia. Era la expresion de un
programa que mostraba lo que estaba realizado y que, me-
diante unos dibujos y modelos de yeso, presentaba lo que
se convertiria en el futuro. Gaudi fue construyendo enci-
ma de estos esquemas toda una pléstica inspirada en su
observacion de la naturaleza, que se concret6 en el uso de
formas alabeadas, ligeras y més resistentes.

4. Los disefios en planta, seccion y alzados laterales (fachada
del Nacimiento y fachada de la Pasion) actuales del Tem-
plo. La fachada principal no ha sido considerada para rea-
lizar los calculos ya que, es la parte de la Sagrada Familia
que menos informacién original hay y que se encuentra
menos desarrollada.

Con toda esta informacion —redibujada y analizada segtin los
criterios que explicaremos en los apartado 2, 3 y 4— formada
por 53 documentos graficos mostraremos que las catedrales
goticas y la Sagrada Familia tienen relacion paramétrica frac-
tal comun, desconocida hasta el momento, en su cualidad es-
tética y constructiva.

1.3. Catedrales goéticas y la sagrada familia

Gaudi conocia bien el Gotico (16) (17): trabajo en la restaura-
cion de la catedral de Mallorca, realizb para Joan Martorell el

2 Informes de la Construccion, Vol. 67, 538, eo72, abril-junio 2015. ISSN-L: 0020-0883. doi: http://dx.doi.org/10.3989/ic.13.119


http://dx.doi.org/10.3989/ic.13.119

Analisis de comparacion fractal de la Sagrada Familia con las Catedrales Goticas

Fractal analysis comparison between “Sagrada Familia” Temple and Gothic Cathedrals

‘
-
e
i
* §
,,,Oj\
-
.

TV
S

© PR CowtsoR e
o o

€ ST SRBENTO

IS0 3w BiAS.

N DN € SNKOUS L9 FE
ARSUPS . SHIGHONGD W EOUARDO

LB
S

oo B 13
e

Figura 1. Arriba a la izquierda documentacion referente al disefio de Villar. Debajo, plantas esquematicas previas
al disefio definitivo de Gaudi. A la derecha, seleccion representativa de cuatro catedrales (Westminster, Chartres,
Toledo y Barcelona) que aparecen en el citado Album a modo de comparacion.

proyecto para el concurso de la nueva fachada de la Catedral
de Barcelona, y ademés junto con Rubid, uno de sus colabo-
radores técnicos méas destacables, hizo estudios comparati-
vos de las secciones de una buena coleccion de las mayores
catedrales. Analizd esas edificaciones maestras del Gotico
con el fin de aportar a al diseno del Templo sus virtudes y de
subsanar las carencias de ese estilo con los mecanismos que
ofrecian las técnicas y los sistemas constructivos contempo-
raneos.

Los técnicos responsables de la Sagrada Familia concluyen
que Gaudi estudi6 los defectos en el sistema estructural goti-
co, que son los siguientes:

a) Disgregacion de cargas hacia elementos exteriores (con-
trafuertes, arbotantes), més expuestos y vulnerables.

b) Entramado estructural excesivamente complejo y fragil.
El derribo de una parte podria comportar la ruina de todo
el edificio.

¢) Cubiertas ligeras de madera, vulnerables al fuego, hume-
dades e insectos xilofagos.

Las aportaciones de Gaudi para perfeccionar el gotico, los
técnicos las resumen en las siguientes:

a) Doble cubierta de piedra, para dar larga vida al edificio.

b) Verticalizacion de los esfuerzos y reducciéon de los empu-
jes horizontales. Asi consigue la supresiéon de los elemen-
tos estructurales que estaban expuestos en el exterior.

¢) Columnas inclinadas y ramificadas en forma de arbol.

Estas consideraciones constructivas le permitieron afinar y
superar el estilo gotico (12): las bovedas de hiperboloides tie-
nen su centro donde las goticas tenian la clave, con la salvedad
de que el hiperboloide permite crear un hueco en ese espacio,
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dejando pasar la luz. Asimismo, en la interseccion entre las
boévedas, donde las goticas tenian los nervios, el hiperboloi-
de permite nuevamente la apertura de pequefios vanos. Esta
vision orgénica de la arquitectura se complement6 en Gaudi
con una singular vision espacial que le permitia concebir sus
diseflos arquitectonicos de forma tridimensional, contraria-
mente a la bidimensionalidad del disefio en plano de la ar-
quitectura tradicional. Finalmente, junto con la modulacién
del espacio, que lo subdividi6 en pequefios moédulos indepen-
dientes y auto-sustentantes, cre6 una estructura que sopor-
ta perfectamente los esfuerzos mecanicos de traccion sin la
necesidad de utilizar contrafuertes, como requeria el estilo
gobtico. Gaudi logré asi una solucion racional y estructurada,
creando al mismo tiempo un nuevo estilo arquitectonico.

El citado Album evidenci6 el interés del equipo constructivo de
Gaudi en explicar a la sociedad que la Sagrada Familia se es-
taba concibiendo siguiendo unos rasgos goticos que pautaban
formalmente y compositivamente el conjunto. Con la presen-
te investigacion queremos analizar si el estudio realizado por
Gaudi trasciende mas alla de la geometria euclidea e incorpora
parametros fractales similares a los de las catedrales goticas
que escogib en su momento como punto de partida para elabo-
rar sus disefios. Ademas de aportar una descripcion geométri-
ca nueva, queremos comprobar si los resultados matematicos
ofrecen relacion del estilo gético con el disefio final de Gaudi.
No compararemos los procesos constructivos entre las diferen-
tes catedrales en las que se inspir6 Gaudi; sino que calculare-
mos parametros geométricos fractales, individuales y colecti-
vos, asociados a la geometria de sus composiciones aportando
los valores al estudio comparativo de la Sagrada Familia.

Sefialamos que en el trabajo comparativo recopilado en el
Album, aparecian 14 catedrales espafolas, 6 francesas, una
alemana y una inglesa. Sin embargo, para realizar el analisis
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presentado en este articulo, hemos seleccionado, las 15 cate-
drales que son de estilo arquitectonico predominantemente
gobtico. Con esta muestra de catedrales goticas, significati-
va a nivel estilistico, temporal y geografico, compararemos
geométricamente la Sagrada Familia con nuevos parametros
hasta el momento ignorados; analizar la geometria que orde-
na estas construcciones es el objetivo.

2. PARAMETRO FRACTAL Y METODO

Como resumen y a modo de explicacion conceptual e intui-
tiva que aclare la técnica que seguidamente presentaremos,
decimos:

La escabrosidad de un objeto, sea 0o no sea objeto fractal,
geométricamente se expresa como «su capacidad de ocupar
espacio». La misma queda medida via los llamados parame-
tros fractales. Los parametros fractales son generados —como
explicaremos en esta seccion— a través de computos extra-
polados de las medidas geométricas tedricas de la escabro-
sidad de los objetos fractales; y estas medidas teéricas son
las diferentes dimensiones geométricas de los fractales —las
cuales mostraremos también seguidamente—. Dicho intuiti-
vamente: la escabrosidad es el comportamiento de infiltra-
cibén en varias escalas que perpetra el objeto en el espacio; y
un parametro fractal es un valor que ofrece una medida de tal
infiltracién que marca cuanto parece tal objeto llenar el espa-
cio conforme se amplia a escalas cada vez més finas.

Este concepto geométrico, como hemos dicho, es aplicado en
diferentes ambitos de la ciencia. Asi por ejemplo, en la Medi-
cina: al considerar las redes neuronales y sus patologias o al
considerar qué rugosidad tienen los diferentes pdlenes para
asi saber cudales son mas o menos malignos para los alvéolos
de los pulmones, etc; en la Electronica: al considerar como se
comportan fisicamente los circuitos en escalas de fabricaciéon
mas pequenas, etc; en la Quimica: al obtener diferentes pro-
piedades de las sustancias en funcion de su escabrosidad. Y
asi podriamos seguir con diferentes ambitos; y como hemos
dicho en la introducciéon del presente articulo, también se ha
aplicado en la Arquitectura, con trabajos como: obtener evi-
dencia sobre la influencia objetiva entre diferentes obras de
arquitectos de renombre (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8); u ob-
tener evidencia matemaética relativa de si ciertos arquitectos
importantes disefiaron sus obras respetando o no la continui-
dad visual y compositiva del ambiente artificial o natural en el
cual proyectaron la construccion.

En el caso concreto del estudio presente, el ambito es la Ar-
quitectura y los objetos que tratamos son estructuras arqui-
tectonicas —las cuales no son objetos fractales— y sobre ellas
aplicamos la técnica geométrica de célculo para generar los
parametros fractales que explicaremos seguidamente. De for-
ma intuitiva resumimos el proceso de la manera siguiente:
Primero se consideran las secciones que mejor representan
la edificacion (planta, alzado y seccién). Seguidamente y para
cada una de estas secciones, se aplica un primer mallado cua-
drangular de un cierto tamafio de arista. Se prosigue con el
computo de celdas que contienen lineas que configuran tales
secciones arquitectonicas. Se contintia aplicando un segundo
mallado de regiones cuadradas con aristas de tamafio la mi-
tad que el primero y se procede de nuevo al calculo del nime-
ro de celdas que contienen informacién grafica arquitecténi-
ca. Estos pasos se repiten seguidamente dos veces més hasta
aplicar una malla de arista dieciséis veces mas pequena que la

primera. Finalmente con todas estas cantidades de regiones
de diferentes escalas, en las que se ha infiltrado la estructura
arquitectonica, se procede al computo que genera el paradme-
tro fractal. Tal computo final del parametro de escabrosidad
de la estructura, como veremos, queda determinado por la
teoria geométrica de las dimensiones de los objetos fractales
—el por qué cuatro mallados de los planos y cuél es el tamafio
de los mismos, se explica en la presente seccién—.

Finalmente con todos los datos anteriores generados para
las diferentes estructuras analizadas, se procede a un robus-
to estudio estadistico sobre todos los valores obtenidos para
alcanzar, en consecuencia, resultados geométricos no subjeti-
vos, ala vez que expresables en lenguaje arquitecténico, como
presentaremos en las conclusiones del presente trabajo.

2.1. Dimension fractal

Fijaremos algunos conceptos basicos, si el lector desea ver re-
ferencias matemaéticas y demostraciones puede acudir a (18).

En Geometria fractal podemos considerar un par de objetos
(M, N) tal que:

M=h(N)yM=]]""g(N) [1]

(M es homotético a N por una homotecia h_de radio r) donde
g/(N) es un desplazamiento de N —en [1] la uni6n es disjun-
ta—. Entonces se dice que posee estructura homotética y su
dimensién de homotecia es:

H(M) =log, (m) [2]

Los objetos homotéticos son casos particulares de los de-
nominados auto-similares. Sea M un objeto acotado no va-

cio del espacio euclideo A", tal que M = H:"Sl(M ) donde
S, es una semejanza contractiva, o sea, S;: A" — A" tal que
v(x,y) eA"xA"> d(Si(x),Si(y)) = kid(x,y) con 0<k <1.
Entonces M es llamado objeto auto-similar, y su dimensi6on
de auto-similitud es el valor S(M) tal que z:" kiS(M) =1.Siun
objeto auto-similar M es homotético entonces S(M) = H(M).

Ademas, los objetos M del espacio A" poseen su dimension
topolébgica T(M), donde T(M) 1, 2 o 3 si M es linea, superficie
o cuerpo tridimensional, respectivamente.

Aunque M sea auto-similar, si S(M) = T(M) entonces se dice
que M es objeto auto-similar no fractal. Pero, cuando M es
auto-similar, y ademés S(M) + T(M) se dice que el objeto au-
to-similar M es fractal. Sin embargo, en general los objetos M
no tienen estructura homotética ni estructura auto-similar,
por consiguiente no poseen dimension homotética H(M) ni
de auto-similitud S(M). Adn asi, existe una generalizaciéon de
la dimension de auto-similitud S(M) llamada dimensién de
Hausdorff-Besicovich, la notaremos D(M). Si M, con o sin es-
tructura homotética o auto-similar, verifica que D(M) # T(M)
entonces a M se le llama objeto fractal.

La definicion de D(M) usa conceptos geométrico-matemaéticos
que estan fuera del objetivo del presente trabajo. Intuitiva-
mente puede decirse que un objeto es un fractal cuando en una
cantidad infinita de sus puntos no posee espacio tangente, o
dicho de otra forma, que posee una cantidad infinita de pun-
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tos donde se visualiza como quebrado. En cualquier caso, dado
que el calculo de D(M) esta fuera de este trabajo, consideramos
otro valor F(M) que consiste en una cota superior de D(M).
Esta cota, F(M) = D(M), es llamada dimensién de Minkowski-
Bouligand de M, también llamada dimensioén fractal superior
de M. El objeto M puede ser fractal o no; pero, independiente-
mente de esta condiciéon, F(M) ofrece una medida de su irre-
gularidad, efectividad de ocupar espacio, de escabrosidad.

Existe un teorema que afirma: para calcular F(M) se consi-
deran mallas del espacio formadas por cubos, la dimensiéon
dela arista de los mismos es a,, = 27™; al ir variando las mallas
con la dimensioén de la arista, se procede al célculo del limite
[3], el cual es F(M), donde s, es el nimero de cubos interse-
cados en cada malla por M,

In(sm)

o)

F(M)=1lim sup [3]

Por ello a F(M) también se le llama dirllensién fractal su-
perior de conteo de cajas. Se tiene que si F(M) coincide con

. . Insm)
lim mfm%m,”(y, D

entonces existe

=F(M)y F(M)=F(M).

Este limite F(M), si existe, es llamado dimension fractal de M
o dimension fractal de conteo de cajas de M.

En (18) se encuentra que:

1) T(M)<D(M)<F(M)<n.
2) Si M es objeto auto-similar entonces D(M) = F(M) = S(M).

El limite [3] es un limite tedrico de un objeto geométrico M;
sin embargo, en los casos reales como estructuras arquitecto-
nicas, el limite tedrico [3] siempre es cambiado por un célcu-
lo finito extrapolado del mismo. Este calculo extrapolado es
el que genera un parametro que llamamos parametro fractal
P(M), y ofrece una medida de la escabrosidad de M.

2.2. Parametros fractales y método de calculo

Tras plasmar la base teérica de F(M), explicamos el proceso
de generacion de parametros fractales P(M).

Las estructuras arquitecténicas M no son objetos fractales,
sin embargo podemos considerar su efectividad de ocupar
espacio, su escabrosidad. Y podemos generar parametros que
midan esta caracteristica.

Dado que la estructura arquitecténica M es un objeto real no
fractal, el parametro generado no puede ser el valor tedrico
D(M) ni F(M). La estructura arquitecténica M, aunque posea
repeticiones en algunas escalas, realmente no tiene estruc-
tura homotética ni auto-similar. Por ello, extrapolaremos los
célculos teéricos de F(M) y S(M) para generar parametros
que den medidas de la escabrosidad, que llamaremos P (M)
y P (M).

Seran parametros que consideraran dos aspectos: el para-
metro P (M) medira la escabrosidad sin tener en cuenta el
aspecto de auto-similitud, provendra directamente del pro-
ceso teorico descrito en [3] para F(M); y el parametro P (M)

medira la escabrosidad pero teniendo en cuenta el aspecto de
auto-similitud. Como estos parametros provienen de extra-
polaciones teéricas no aplicables a la estructura real M, no
son separables del proceso de generacion. En consecuencia,
cualquier estudio con tales pardmetros requiere dos condi-
ciones: una consiste en fijar el proceso de generacion de los
parametros, y la segunda consiste en que los resultados de tal
estudio no son los parametros sino las conclusiones genera-
les que se extraen de los mismos con independencia de sus
valores concretos.

2.2.1. Resumen de generacion de pardmetros fractales
de una estructura arquitecténica (M)

Previamente recogemos toda la informacion grafica necesa-
ria, para ello damos las gracias a: La Oficina Técnica de la
Sagrada Familia y a uno de sus responsables el arquitecto Dr.
Jaume Serrallonga, la Catedra Gaudi de la Escuela Técnica
Superior de Arquitectura, el Archivo del Colegio Oficial de
Arquitectos de Catalunya, el Archivo Oficial del Templo y las
Archididcesis de las catedrales de estudio.

Seguidamente generamos una imagen redibujada. Este re-
dibujado es ineludible para la investigacion por los siguien-
tes motivos: las técnicas de geometria fractal, descriptiva y
computacional necesitan eliminar todo el «ruido» (sombras,
manchas, brillos, defectos, etc.) que poseen las imégenes ori-
ginales; los graficos iniciales suelen tener diferentes estilos e
inadecuada resolucién para poder aplicar calculos; y se re-
quiere alto nivel de objetividad, criterio grafico homogéneo y
mismo nivel de detalle sin tener en cuenta las texturas (19).
Sobre las tres secciones basicas més representativas (planta,
elevacion frontal y seccion transversal) haremos los corres-
pondientes calculos matematicos. En la Figura 2 mostramos
el nivel de detalle de los redibujados, siguiendo estrictamente
las lineas que mejor representan la geometria de las proyec-
ciones.

El resumen del proceso de generacion de los parametros
P (M) es:

1. Dada la estructura arquitecténica , generamos su disefio
en formato vectorial de AutoCad en color negro y anchura
de linea 0,00 mm (o sea, minimo grosor de la herramienta
informética CAD). Con él obtenemos su formato vectorial
pdf.

2. Desde el formato pdf generamos un fichero digital N, de
tipo blanco-negro en mapa de bits, con tamafio 1024 x v
pixeles, ajustando la imagen de M al total del ancho y alto.

3. P (M).- Usando nuestro propio programa informatico cal-
culamos el pardmetro fractal P (M) basado en el célculo
de la pendiente en el tltimo punto de un grafico continuo
In — In —o sea el calculo de la tangente del angulo formado
por la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto,
0 sea, la derivada en tal punto—.

Creamos nuestro propio programa porque asi tenemos con-
trol total de los calculos, aseguramos su correccion, y porque
los programas comerciales, como el llamado Benoit 1.31 de
TruSotf Int’T Inc, no calculan la pendiente en el Gltimo punto
del grafico continuo In — In que, como veremos mas adelante,
es precisamente la extrapolacion del limite tebrico de [3] y
por tanto es un parametro P (M).

Ahora, cambiando el paso 3 generamos los pardmetros P (M):
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3. P (M).- Usando nuestro programa, calculamos el pardme-
tro fractal P (M) basado en el clculo de la pendiente de la
recta de regresion correspondiente a un conjunto discreto
de puntos del grafico continuo In — In.

Para no dejar lugar a dudas, generaremos otros parametros
de tipo P (M), que consideran la recta de regresion, con el
uso del programa comercial Benoit, y con las variables que
tal programa usa por defecto. A estos pardmetros los llama-
remos P,(M), y sustituyendo el paso 3 queda:

3. P(M).- Usando el programa Benoit, calculamos el para-
metro fractal P,(M) basado en el célculo de la pendiente
de la recta de regresiéon correspondiente a un conjunto
discreto de puntos del grafico continuo In — In.

Con todo, obtenemos los pardmetros P (M), P (M) y P,(M).
2.2.2. Método de calculo

Con la base tedrica y del resumen anterior, procedemos a ex-
plicar con detalle la generacién de los parametros fractales.
En la Figura 3 mostramos un ejemplo que consiste en la bal-
dosa, disenada por Antoni Gaudji, para el Paseo de Gracia de
Barcelona.

Como N es un fichero de imagen pixelada, el proceso de cal-
culo tendra un nimero finito de pasos. Asi (Figura 3), extra-
polando el calculo teérico [3], siguiendo las mallas teoricas
mencionadas en la seccién 2.1 para el calculo de F(M), usa-
remos la malla cuadrada mas fina de 22 x 22 pixeles —los cua-
drados de 4 x 4 pixeles son los més pequefos que tienen a la
vez puntos interiores y puntos de frontera—. Por tanto, usa-
remos cuatro mallas cuadradas, las cuales tienen 4, 8, 16 y 32
pixeles de longitud de arista. La raz6én de usar cuatro mallas
es que, como veremos mas adelante, P (M) lo generaremos
con la pendiente de una funcién continua In — In (Figura 3), y
con métodos clésicos de interpolacion, 4 puntos de una fun-
cién son suficientes para tener una buena aproximacion de
tal pendiente. No usaremos mas de 4 puntos de interpolacion
por el Fenémeno de Runge en el calculo numérico.

Entonces, nuestro programa informatico procede a generar
la malla, que hemos llamado g, con 32 x h, cajas cuadradas
cuya dimension de arista es a5 = 1024 x 275 = 32 pixeles, y
la aplica sobre N. Calcula entonces el logaritmo neperiano
[n(s,) donde s, es el namero de cajas de g, con pixeles negros.

Seguidamente se repite el proceso con otras mallas, g, g,y
g, sobre N con 64 x h,, 128 x h7, 256 x h, cajas cuadradas,
respectivamente. La dimension de las aristas es a, = 1024 x
276 = 16, a,=1024 x 277 =8y a, = 1024 x 278 = 4, respecti-
vamente. Consecutivamente procede al calculo In(s), In(s.)) y
In(sy) donde s, sy sy son las cantidades de cajas con pixeles
negros en cada malla g, g,y g,. Por ejemplo, los vectores del
ejemplo son: (h5, h,, h7, hy) = (31, 63, 127, 254), (ss, S¢Sy Sg) =
(898, 2807, 8293, 26960). Con lo anterior se obtienen cuatro
puntos de coordenadas (In(25), ln(ss)), (In(29), In(s))), (In(27),
ln(s7)), (In(2%), In(sy)), de una grafica logaritmica In — In.

Pardmetro P (M):

Seguidamente, nuestro programa procede a calcular la pen-
diente de la grafica continua In — In en el cuarto punto (In(2%),
In(sy)), 1a cual es la medida P (M), es una aproximacion del li-
mite tedrico [3]. Esta afirmacidn es cierta ya que puede consi-
derarse [4] y la regla de 'Hopital. Para proceder al calculo de
esta pendiente, el programa implementa la formula clasica de
cuatro puntos [5], donde h = In(2) y y, = ln(si+5). En el ejemplo
se obtiene P (M) = 1,84.

n(s) [,
ln(z”):x, ln(s")=f(x), . Ezr"l;: ;) [4]
y; :6%(—2y0+9y1—18y2+11y3)=PS(M) [5]
Pardmetro P (M):

Consideramos ahora el aspecto de auto-similitud. En los ca-
sos tedricos, tal condicion hace que el grafico continuo In —
In sea una linea recta y su pendiente es la dimension tedrica
S(M). Por tanto, para generar un parametro P (M) nuestro
programa procede al célculo de la pendiente de la recta de
regresion del conjunto discreto de los cuatro puntos pertene-
cientes al grafico In — In. Asi, calcula el cociente de covarian-

.o
cias —¥ donde:
c

xx

0= 3yl x)

0. =22 ((5+)in(2)- ] 7

Figura 2. Ejemplo grafico del nivel de redibujado. Aqui, muestra de la planta, el alzado y la seccion de la Sagrada Familia.
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Figura 3. Mallas en el calculo de parametros fractales de la baldosa. Al centro, grafica continua correspondiente al mismo ejemplo.

5+6+7+8
4

Yyt Y, tY, + Y,
4

X= In(2),y = [8]
Este cociente es el parametro fractal P (M). En el ejemplo se
obtiene P (M) = 1,63.

Pardmetro P,(M):

El programa Benoit permite la generacion de un parametro
similar al P (M), a partir del fichero N. Usa 22 mallas como
variables por defecto; la mas gruesa es de cuadrados con 256
pixeles de arista; cada una de las siguientes formada por cua-
drados con un ntimero de pixeles de arista igual al nimero de
la anterior dividido por 1,3. Obtiene 22 puntos del grafico In
— Iny procede a calcular la pendiente de su recta de regresion.
El valor obtenido sera un parametro fractal de tipo similar a
P (M) —basado en el aspecto de auto-similitud— que llamare-
mos parametro P,(M). En el ejemplo se obtiene P,(M) = 1,72.

3. MATERIAL REDIBUJADO REQUERIDO PARA
EL CALCULO Y ANALISIS

En este capitulo mostraremos parte de todo el material redi-
bujado y utilizado para realizar los calculos de parametrizacion
fractal. Para no extender el articulo, el redibujado del proyecto
de Villar y los disefos preliminares en planta de la Sagrada Fa-

milia no los mostraremos directamente. No obstante, ambos
dibujos aparecen en version original en la Figura 1.

Quisiéramos puntualizar que en la Figura 4, ademéas de mostrar,
amodo de ejemplo, siete de las quince catedrales redibujadas, se
compara la Sagrada Familia con las catedrales Goticas de forma
similar a cémo las mostraron Gaudi y sus discipulos en el Album
de 1917. Esta forma de presentar el redibujado —comparacién
de medias plantas— no es vinculante al método y resolucién de
calculo; es solamente ilustrativa. Para el calculo se han introdu-
cido, de forma completa y por separado, cada una de las 15 plan-
tas, 15 alzados y 15 secciones.

3.1. La sagrada familia y las catedrales goéticas (20)
(21) (22) (23) (24) (25) (26) (27) (28) (29) (30)

4. RESULTADOS Y DISCUSION
4.1. Resultados

Aplicando el método de céalculo de 2.2.2 al proyecto de
construccion de la Sagrada Familia (Figuras 4 y Figura 5)
obtenemos los vectores (85, S S, sy y los P (M), P (M) y
P,(M) de las proyecciones del Templo, recogidos en la Ta-
bla 1. Igualmente, para las proyecciones de las 15 Catedra-
les goticas (Figura 4) obtenemos los vectores y parametros,
recogidos en la Tabla 2.
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Figura 4. Parte del redibujado comparativo con el disefio final: 01-Colonia, 02-Estrasburgo, 03- Reims, 04-Laon,
05- Ledn, 06- Chartres y 07- Barcelona.
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Tabla 1.
(S5, S,,S,S,) P, P, P, Criterio de comparacion global
Alzado F.Villar (766,2241,5816,13812) | 1,20 | 1,39 | 1,40 E<E=16%<E+ g; & = 10%, Casi representativo
Planta F.Villar (1101,3444,9826,27441) | 1,50 | 1,54 | 1,60 E=1%<E- g; E= 7%, Muy representativo
Alzado del Nacimiento | (2126,7054,20541,54517) | 1,36 | 1,56 | 1,56 E=3%<&- %; & =10%, Muy representativo
Alzado de la Pasion (1481,4987,14931,38048) | 1,27 | 1,57 | 1,55 E=3%<E- % ; £ =10%, Muy representativo
Planta preliminar 1 (915,2701,7173,17887) | 1,29 | 1,43 | 1,48 g+§ <E =16%; £ = 7%, No representativo
Planta preliminar 2 (693,1791,4433,10847) | 1,30 | 1,32 | 1,42 £ +§ <E=21%; £ =7% No representativo
Planta disefio final (1010,2754,7387,19969) | 1,45 | 1,43 | 1,52 E = 8% S & § = 7%, Representativo
Seccion disefio final (1054,3106,8339,19681) | 1,13 | 1,41 | 1,39 ESE=14%<E+ %; & =11%, Casi representativo
Tabla 2.
Alzado Planta Seccion
Catedral de: P, ‘ P, P, P ‘ P, P, P, ‘ P, P,
(1128,3866,11656,29874) (1449,4292,11624,30418) (1788,6127,18364,50930)
Amiens 1,22 \ 1,58 1,54 1,39 \ 1,46 1,56 1,44 \ 1,61 | 1,56
15% AN, 5% AP 8% 51%
(973,2745,7659,18673) (1299,4034,11432,32904) (916,2941,8335,20759)
Avila 1,13 \ 1,43 1,41 1,59 \ 1,55 | 1,63 1,22 \ 1,50 | 1,47
36% AN, 29% AP 21% 18%
(954,3480,11335,33243) (1825,5505,15720,43876) (666,1990,5551,13865)
Barcelona 1,48 \ 1,71 1,60 1,48 \ 1,53 1,62 1,22 \ 1,46 | 1,44
27% AN, 34% AP 12% 15%
(1550,5058,15102,41365) (946,2918,7951,21983) (1324,4157,10362,25183)
Burgos 1,39 [ 158 | 155 1,54 | 151 | 1,59 1,36 | 141 | 1,44
5% AN, 12% AP 16% 24%
(1237,3916,10939,28075) (1128,3654,10658,28952) (1571,4888,12944,30644)
Chartres 1,32 \ 1,50 1,48 1,41 \ 1,56 1,59 1,19 \ 1,43 | 1,46
10% AN, 12% AP 17% 7%
(1913,6832,22214,64990) (1233,3821,10531,29012) (1672,4754,12089,31434)
Colonia 1,47 \ 1,70 1,65 1,52 \ 1,51 | 1,60 1,46 \ 1,40 | 1,45
25% AN, 36% AP 15% 34%
(1532,5414,17073,44325) (955,2957,8256,23092) (1323,4386,12034,29699)
Estrasburgo 1,20 \ 1,62 1,58 1,54 \ 1,53 1,61 1,27 \ 1,49 | 1,50
23% AN, 13% AP 18% 22%
(882,2468,6880,17865) (1389,4459,13307,40815) (957,2997,8879,22966)
Gerona 1,29 \ 1,45 1,43 1,68 \ 1,62 1,64 1,23 \ 1,53 | 1,46
17% AN, 14% AP 42% 23%
(1384,4716,13904,35030) (1121,3726,10948,30914) (1033,3253,8551,18751)
Laon 1,21 \ 1,55 1,53 1,51 \ 1,59 1,63 1,00 \ 1,39 | 1,42
15% AN, 8% AP 21% 14%
(987,3138,8982,22500) (1516,4463,12517,36997) (1596,5028,14706,42798)
Le6n 1,22 \ 1,50 1,47 1,65 \ 1,53 1,62 1,57 \ 1,58 | 1,55
20% AN, 13% AP 30% 61%
(863,2700,8363,23576) (1590,4686,12394,33689) (412,1385,4011,11008)
Mar 1,39 | 159 | 1,54 1,53 | 1,46 | 155 1,46 | 1,58 | 1,39
7% AN, 13% AP 11% 50%
(1151,3805,12038,32454) (2083,6427,17992,50208) (1241,3673,9682,23367)
Paris 1,26 \ 1,61 1,56 1,52 \ 1,53 1,63 1,22 \ 1,41 | 1,40
15% AN, 5% AP 10% 10%
(1374,4592,14584,40203) (1720,5023,14585,41123) (1579,4911,13876,37304)
Reims 1,32 \ 1,63 1,59 1,46 \ 1,53 1,61 1,41 \ 1,52 | 1,50
11% AN, 10% AP 10% 39%
(687,2460,7868,23826) (1752,5512,15396,42101) (1191,3842,10491,29132)
Toledo 1,59 \ 1,70 1,59 1,48 \ 1,52 | 1,62 1,57 \ 1,53 | 1,52
37% AN, 44% AP 21% 56%
(1564,5641,17214,45319) (882,3113,9535,25907) (1581,4724,11259,27319)
Westminster 1,30 \ 1,62 1,58 1,37 \ 1,62 1,63 1,41 \ 1,36 | 1,42
12% AN, 7% AP 28% 33%
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Seguidamente, mostraremos que podemos eliminar del estu-
dio los pardmetros comerciales P,(M). Para ello exponemos
que P (M) y P,(M) de las Tablas 1y 2, poseen una muy alta
correlacion lineal; en consecuencia s6lo consideramos P (M) y
P (M). De la Tabla 1 se obtiene la media m_= 1,46 de los 8 pa-
rdmetros P (M); y la media m, = 1,49 de los P,(M). La desvia-
cién tipica de los 8 resultados P (M) es 0, = 0,085,y 0, = 0,074
paralos P,(M). La covariancia entre los datos P (M) y P,(M) es
0, =0,0053. En consecuencia, el coeficiente de correlacion de
Pearson entre los dos conjuntos de parametros es

R zcrb

rb
Ger

=0,85

y el coeficiente de determinacién de Pearson es R ;2 = 0,72.
Aplicando el t-test de Student con 8-2 grados de libertad y
8 digitos decimales rechazamos la hipdtesis nula de «no co-
rrelacion entre los dos conjuntos de parametros» con proba-
bilidad P, = 0,99644359. Repetimos el proceso de analisis
con los 45 pardmetros P (M) (tres documentos por catedral)
y P,(M) de la Tabla 2 obteniendo:

m_=1,53
m, = 1,54
0,= 0,082
0, = 0,077
0, = 0,042
b
b = = 0’67
r-b
R ,>=0,45

Aplicando el t-test de Student con 45-2 grados de libertad se
rechaza la «no correlacion» con probabilidad P, = 0,9999998.
En consecuencia, los pardmetros comerciales P,(M) son re-
dundantes.

Probaremos que los 15 valores de la Tabla 2, correspondien-
tes a P (M) de alzado, estin muy concentrados en torno a su
media total m_=1,32. Para ello, vemos que su desviacion ti-
pica es 0, = 0,12, su variancia es 0 = 0,014; el coeficiente
de variacion de Pearson o, m_ es el 9%. Concluimos que m,
es altamente representativa de estos valores P (M) con muy
baja dispersion entorno a la misma, ya que es inferior al 25%.
Repitiendo procesos similares obtenemos para los P (M) de
alzado, los P (M) y P (M) de planta y de secci6n los siguien-
tes coeficientes: 5%, 6%, 3%, 12% y 5% respectivamente. En
consecuencia todas las medias son altamente representativas
y con muy baja dispersion.

4.2. Discusion

La alta representatividad de las medias nos permite hacer
una comparacion global entre las 15 Catedrales goticas y la
Sagrada Familia. Con ellas tendremos un valor de «error
global» de comparacién, en concreto: llamaremos error
global s de M a |m_— P (M)], tal error lo notaremos como
eg, (M); llamaremos error global r de M a [m_— P (M)| que
notaremos eg_(M); con ello tendremos el «error global» de
M como

egs(M)+egr(M)

eg(M) = >

Para mejor visualizacion consideramos el tanto por ciento
E = eg(M) x 100%. Con este error porcentual, mas la media
porcentual de las desviaciones tipicas

L X100%

G_+0
=5 r
2
tenemos el siguiente criterio de «comparacion gotica»:

1. es pardmetro «muy representativo» de la comparaciéon
i mee &
goticasi E SE-3.
2. es parametro «representativo» de la comparacion goti-
casiE-3 SESE
3. es parametro «casi representativo» de la comparacion
gotica si§§E§§+§.
4. es parametro «no representativo» de la comparacion

gotica si §+§ <E.

La aproximacion = en las anteriores desigualdades es consi-
derada si la diferencia es s6lo del 1%.

Calculando, obtenemos la tltima columna de la Tabla 1 que
nos marca el criterio de «comparacion gotica» a lo largo del
proyecto del Templo.

Los resultados dejan patente que la capacidad de ocupar es-
pacio del proyecto del Templo, su escabrosidad, es claramen-
te de estilo gotico. Mas atn, Gaudi transforma el alzado de
proyecto de Villar en un alzado mucho mas gotico, pasando
de un error global de 16% al 3%, de un alzado casi represen-
tativo a un alzado muy representativo. En cuanto a la planta,
Gaudi ensaya proyectos intermedios que no son representa-
tivos del gbtico, para acabar con un proyecto representativo.
Y en cuanto a la seccion central, no se aleja demasiado del
gbtico como para no ser representativa. Queda demostrado
que la comparacion estilistica que hizo Gaudi con las catedra-
les gdticas repercuti6 en la escabrosidad de las estructuras
del Templo.

Veremos ahora cuél de las 15 catedrales posee mayor repre-
sentacion con las diferentes partes del Templo. Para ello, fija-
mos el siguiente error porcentual de cada una de ellas:

eCat (M)=(|P.(Cat)- (M) +|p,(Cat)- B,(M)) x100% [o]

Aplicandolo al Alzado del Nacimiento el minimo error se ob-
tiene con eBurgos (AlzadoNacimiento) = 5,4%; y en el Alzado
dela Pasi6n el minimo error es eParis (AlzadoPasién) = 5,3%.
En cuanto a los errores de la Planta, el minimo aparece con
eAmiens (Planta) = 8,9%. Finalmente, sobre los errores de la
Seccién, encontramos que los minimos los ofrecen eChartres
(Seccion) = 7% y eParis (Seccion) = 10%. Igualmente puede
hacerse con las proyecciones de Villar y las plantas interme-
dias de Gaudji, pero no haremos comentarios dado que no co-
rresponden al proyecto construido. En la Tabla 2 mostramos
todos los valores obtenidos de los errores de la comparacién
en la tercera fila correspondiente a cada catedral; marcados
con AN para el Alzado del Nacimiento, y con AP para el Alza-
do de la Pasion.

En consecuencia, los célculos ofrecen que las «catedrales
maestras» de comparacion e inspiraciéon de Gaudi fueron:
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Figura 5 Comparacion en alzados: Nacimiento con Burgos; Pasion con Paris. Comparacion en planta: Planta del Templo
con planta de Amiens. Comparacion en seccion: seccion del Templo con Chartres y Paris. Los dibujos estin a escala real
y también ajustados al mas grande con el valor indicado.
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Burgos, Paris, Amiens y Chartres. En la Figura 5 mostramos
graficamente los resultados y observamos que, tanto en la
misma escala como ajustando los dibujos arquitectonicos al
maés grande, hay una clara inspiraciéon compositiva y estruc-
tural. En los alzados y la seccion de Gaudi, apreciamos que
desdobla las torres, enmascara los rosetones y cambia las li-
neas rectas clasicas por curvas mas naturales. En la planta del
Templo, por una parte vemos que existe una coherencia es-
tructural que modula las dimensiones de la nave central, las
laterales, el crucero y el &bside; y por otra parte la longitud y
anchura de la planta de Amiens tiene una correlacién grafica
con las mismas medidas del Templo. Estos similes graficos
son recogidos por los calculos matematicos del estudio aqui
presentado a través de la generacion de parametros fractales.

Finalmente condensamos el trabajo, resultados y discusiéon
de esta investigacion en la siguiente conclusion.

5. CONCLUSION

El Templo de la Sagrada Familia es considerado construcciéon
no gotica. Esta negacion es bien conocida, y se basa en que la
metodologia de resolucion estructural del Templo no es go-
tica. Las construcciones goticas resuelven la distribucion de
fuerzas sobre elementos verticales planos y linealmente rec-
tos, mediante una estructura de apoyo laterales y exteriores
a ellos. Sin embargo, en el Templo la distribuciéon de fuerzas
se contrarresta estructuralmente «de manera organica»; o
sea, se neutraliza con la construccion de superficies cuadri-
cas que de manera natural genera la distribucion de fuerzas
eliminando asi la necesidad de apoyos laterales. Asi, Gaudi
modifica completamente en estructura el proyecto inicial del
Templo presentado por Villar, de estructura neogotica con
apoyos laterales a elementos lineales verticales. Ahora bien,
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