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Intuition, reason and calculation on the structural analysis of a ribbed vault
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RESUMEN

El analisis de sistemas constructivos tradicionales esta comenzando a confiarse a potentes medios de simulacién numérica.
La precision de célculo y su expresividad visual son un reclamo al que resulta dificil sustraerse. El empleo de estos medios
no puede olvidar el hecho de que estos sistemas constructivos y sus materiales constituyentes resultan dificilmente evalua-
bles desde conceptos elasticos, convirtiéndose en sistemas hiperestaticos de orden creciente. El desmontaje de la boveda de
cruceria de una capilla del siglo XVI ha permitido conocer con precision esa serie de factores geométricos y de composiciéon
material que tantas veces resultan simples supuestos. Este conocimiento permite abordar un andlisis comparado de las
diferentes metodologias empleadas a lo largo de la historia. Analizar los resultados de las arcaicas razones de proporciéon
geométrica, con metodologias como las de rigidez elstica o las de equilibrio fundamental, ha determinado que todas ellas
lejos de ser excluyentes resultan complementarias.
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ABSTRACT

The dismantling of a simple chapel of the late XVI century and the study of its formal constitution are the starting point
of this analytical study of the structural design criteria. This course will compare the fundamentals of each methodology,
from a geometric concept, through the concept of balance and reaching analysis methods based on the elastic stiffness.
The precision of FEM software and its visual power cause the forgetfulness of the traditional design parameters. We
often forget that the materials and building systems are difficult to evaluate by means of elastic concepts, which makes
them statically indeterminate systems of order which change with time. The different analytical methods mean that
none of them is exclusive against the others as actually they are complementary. The fact that sometimes the calculation
precision of establishing a particular stress state cannot make us forget that the existence of a historic construction which
has been able to find a working mechanism, will have had its starting point in a formal design, far from the necessity of
accuracy.
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1. INTRODUCCION

Es frecuente afrontar el estudio de sistemas estructurales de
las construcciones histéricas a través de ejemplos de volu-
metrias ciertamente complejas. La precision de este tipo de
andlisis, queda asi en manos de una variabilidad de factores
que dificilmente pueden ser abordados adecuadamente en el
proceso de analisis. El nivel de simplificacién, de reduccion
de variables, resulta inversamente proporcional al tamano y
complejidad de la construccion.

«La actitud corriente, incluso para algunos buenos ingenie-
ros, era la de suponer que la ingenieria estructural era una
especie de técnica absoluta, lo que es evidentemente falso; el
ntmero de parametros es demasiado grande.»

«...Seria tonto negar que detras de cada solucion hay una in-
gente suma de trabajo técnico, pero no es el que se supone,
sino otro, a la vez més dificil y més facil, en el que la forma
pensada, los métodos de célculo, la técnica de ejecucion y el
diseflo estan intimamente relacionados, requiriendo todo el
proceso méas que de una gran complejidad analitica, una es-
pecie de fidelidad vigilante a los fundamentos de la mecéanica
tedrica y, sobre todo, de la resistencia de materiales» (1).

El estudio de construcciones mas sencillas permite abordar
el anélisis con un adecuado control de estas variables que po-
drian condicionar el resultado. Esta reduccion permite acer-
car con mayor fidelidad el modelo idealizado a la realidad
construida. Algunas edificaciones «simples» son el resultado
de este proceso de intuicién, razén y experiencia que tan bien
defini6 Eladio Dieste.

«Para ir més all4 habria que confiar primero en la intuicion,
después en la razon y finalmente en la experiencia; luego has-
ta donde se pudiera llegar, en el calculo» (2).

El desmontaje durante el afo 2011 de la Capilla de San Anto-
nio en Candas (Asturias) ha permitido conocer con precision
la composiciéon formal y geométrica de sus elementos, asi
como las propiedades fisicas y mecénicas de sus materiales
constituyentes.

La sencillez de la construccién y el preciso conocimiento de
geometrias y soluciones constructivas han permitido reali-
zar un estudio comparativo del comportamiento estructural
de la singular b6veda de cruceria que ocupa su cabecera. El
analisis se aborda a través de tres metodologias que, en cier-
ta medida, son representativas de tres formas o criterios de
abordar el disefio estructural:

« Intuicion, a través del empleo de las metodologias analiti-
cas renacentistas de proporcién geométrica.

« Razon, mediante el uso de los conceptos de equilibrio im-
plementados en el siglo XIX y desarrollados en el siglo XX.

 Calculo, por aplicaciéon del método de elementos finitos
(MEF) referidos a cuerpos tridimensionales.

2. EL EDIFICIO

La Capilla de San Antonio, construida por suscripcion popular
en la segunda mitad del siglo XVI, se encontraba en la «Punta
del Cuerno», prominencia elevada y punto basico de vision en la
ruta maritima de acercamiento hacia la rada y muelle de la Villa
de Candés, abrigo natural situado al este del Cabo de Penas. Se

situaba al borde de un talud de mas de 50 m sobre el mar que
presentaba signos de desprendimiento con el consiguiente ries-
go para la construccion, lo que aconsej6 su desmontaje.

La composiciéon formal de la construcciéon reproduce el ar-
quetipo de arquitectura popular de construccién meramente
funcional, desprovista de elementos de ornato. El alejamien-
to geografico de las zonas de desarrollo de arquitecturas mas
cultas provocd que las innovaciones tecnolégicas y formales
no fuesen implementadas en estos tipos que mantienen ele-
mentos tradicionales. La capilla mantiene asi las caracteristi-
cas tipologicas de la arquitectura popular asturiana (3): nave
tnica (Figura 1), con cubierta de madera a dos aguas y ca-
becera cuadrangular con boveda estrellada de cinco claves,
separada de la nave por un arco de triunfo (Figura 2). La cu-
bierta disponia de aleros ligeros constituidos por pontones de
madera sobre los que apoyaban rasillas ceramicas.

Dentro del conjunto, la pieza singular de mayor esfuerzo
compositivo resulta, sin duda, la cabecera, en donde se ubica
la Capilla Mayor que cubre la boveda de cruceria (4). Se trata
de una boveda estrellada que cubre la Capilla Mayor situada
en la cabecera, con dimensiones interiores de 3,55 x 3,02 my
una altura hasta la clave central de 4,67 m (Figura 3).

La fabrica de la nave presentaba un espesor medio de 60 cm,
constituida por mamposteria pétrea reforzada con silleria en
esquinales y recercado de huecos. La fabrica de la cabecera
tenia un espesor de 85-90 cm reforzada en esquinas con con-
trafuertes de silleria encargados de compensar los esfuerzos
de la boveda.

Los materiales empleados son los propios de la zona. Are-
nisca, presente en los sillares utilizados en los principales
elementos de los muros de fabrica (recercado de huecos, es-
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Figura 1. Esquemas del conjunto edificado. Dibujo del autor.
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Figura 2. Vista del Arco de Triunfo que antecedia a la Capilla Mayor.

quinales, contrafuertes, hornacinas interiores y arco de triun-
fo). Arenisca seleccionada para los elementos resistentes de
la boveda estrellada (los florones de sus cinco claves, arcos
diagonales, terceletes, ligaduras entre florones, arcos torales
y ménsulas de arranque de nervios). Piedra arenisca, en la
espadana del imafronte. Piedra toba, en los plementos de la
béveda estrellada (ocho plementos radiales y cuatro plemen-
tos laterales). Piedra sedimentaria arenisca, con cascote ce-
rdmico y enripiado de arenisca, utilizadas como mampuestos
en la construccion de los muros.

La labra cuidada de las piezas que conforman la b6veda indi-
ca la presencia de canteros especializados, lo que nos lleva de
manera directa a los fundamentos geométricos y compositi-
vos de un oficio artesanal.

3. INTUICION

El distanciamiento geografico de estas areas rurales hace
pensar en el empleo de sistemas anacrdonicos para su tiempo,
realizados con simples materiales y con operarios cuyo oficio
derivaba directamente de la seguridad intuida en las formas
y proporciones conocidas. Los tratados de construccién re-
sultaban ese compendio de experiencia que comenzaron a
surgir a finales del siglo XVI y principios del XVII. Entre ellos
destacan Arte y Uso de Arquitectura de Fray Lorenzo de San
Nicolas (1634), Breve Tratado de todo Tipo de Bévedas, ast
regulares como irregulares de Juan de Torixa (1661) y espe-
cialmente por su elocuencia al caso que nos ocupa el Com-
pendio de Arquitectura y Simetria de los Templos (1681) que
Simén Garcia trascribe desde un manuscrito previo de Ro-
drigo Gil de Hontanén (1544-1554) y al que nos referiremos
a continuacion.

Todo el documento se desarrolla con muestras sucesivas de
las razones de proporcion que han de mantenerse entre las
partes de la construccion y en particular de las que constitu-
yen una béveda de cruceria. Esa fe en la proporcion queda ni-
tidamente reflejada en la advertencia previa que aparece bajo
el titulo «De lo que toca a cada miembro».

Intuition, reason and calculation on the structural analysis of a ribbed vault

.

Figura 3. Despiece de los elementos constituyentes de la boveda
de cruceria. (Proyecto de Desmontaje de la Capilla de San
Antonio de Padua, de Cuenca, C. y Hevia, C. arquitectos).

«Lo que se a de procurar en un Templo es que los arcos sean
delgados. La ragon de lo qual trataremos adelante con el fa-
vor de Dios. Y esto combiene que sea asi porque quien ofende
a los estrivos de estos arcos la ragon por ser gruesos y pujar
derechos contra los estribos, lo qual no ace a los estrivos mal
los crucgceros, ni tergeletes, asi por ser delagados, como por
estrivar obliquamente» (5).

Particularizando para el caso de la boveda de cruceria senala
cada una de sus partes, estableciendo las razones fundamen-
tales que llevan a conseguir un adecuado mecanismo resis-
tente, asi como las causas que suelen provocar su ruina.

El caracter préctico de este tratado se pone de manifiesto en
todas las ldminas contenidas, compendio de la forma en que
se debe proceder para construir de forma segura cada uno de
los elementos de los cuales se ha teorizado sobre sus dimen-
siones particulares.

«...vale falta la experiencia para el tirar de los cordeles
para el cortar las mazas de las claves, a el alto que cada
una rrequiere, para sacar los jarjamentos, y abang¢ar cada
miembro por su linea como le toca respecto su vuelta y en
apartandose cada uno con su grueso cortar los almeres y
para otras muchas circunstancias tocantes a esto, que por la
demostracion no se podran explicar, mas are todo lo posible
para que quede claro» (6).

En el caso de los elementos que han de conformar la béveda de
cruceria acude a un canon antromoférmico que encuentra en la
mano y en sus cinco dedos la referencia directa con los cinco ner-
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vios que acometen en el arranque del tramo. El polus o pulgar se
establece en referente para el arco perpiaio, los terceletes tienen
su proporcion en los dedos indice y anular, el dedo medio ejem-
plifica el crucero y el mefiique el formero. El espesor adecuado
para los nervios se fija en relaciéon a la dimension de la mano
con respecto al largo de la uia de cada dedo, 10 partes para el
polus-perpiafo, 14 partes para el indice-tercelete, 12 partes para
el medio-cruceroy 18 partes para el mefique-formero (Figura 4).

«Pues para tener regla general (que es lo que pretendemos)
se entendera que el dedo polus, se tenga por el arco; y el
index, y el anulo, por terceletes, y el de en m® por cruzero, y
el auriculi por forma. Y para saber que proporcion tengan
estos con la mano, son la mitad de las onzas de estos dedos,
que es el largo de la una de cada dedo, la qual tiene propor-
cion con la mano en esta manera: el polus un decimo de la
largura de la mano, el index y el anulo una de 14 partes, el
del m° una de 12 partes, el auriculi una de 18 partes, pues
una nave es compuesta de 2 manos» (8).

La analogia que pretende entre una boveda y la reunién de
dos manos permite fijar la regla de composicion que estable-
ce a partir del largo total de la capilla y de la suma de los 10

! ; .
! | 6/@?'7-&7&4&7‘ 0f'£/m mw/aém/ Gl e %{e
e/t f”;i;[‘} as ff?@é/ ";Zﬂ’éémﬁ g me/ﬁ Jeriel |
@o & cada Vn%}/%meza @ ta Hewari ¥
umfsiaf&{v bk lon, Lron. W‘s,j/ Druars, Jom
f‘@ oy apente émwﬂﬁ/@&/m iucelo

Gye anelyn Hela yralidura “f“y’ ala

- & , oo
é’/l’%{? ///,_- an é.fo%éw,/, P Ju/y’ me;
wémn/rwm«, vw[yuruw aser goypil L adas Z|.
22 erf d‘m’f o pura lvegiarlacapi}

/;'1. g y /?’7% { - VY Oy f vy 7 -

24 3 s ol 5 .
Un 5 SParncol @y LA 2N AL, ofm..-/ﬁf/{@{—b?é! anry

: i M/ ﬂ?ﬁ%‘ tk%’l«%{,\ '/

TR
B
% K
V- Grregponds o
¢ « é«; o A‘V‘Fx)& 'Cg(,
T (e dedb, omel

t—',?mo_yné’ra O%anllnl\ i

1u[ew;¢/ e |

Figura 4. Compendio de Arquitectura y Simetria de los Templos
de R. Gil de Hontano6n (folio 25v) (7).

dedos. El arco perpiafio precisara de 1/20 de esta longitud, al
crucero le corresponderan 1/24, al tercelete 1/28 y finalmen-
te al formero 1/30 —en lugar del 1/36 que corresponderia en
estricta aplicacion de la regla, como ya menciona S. Huerta
(9)—. Estas relaciones dimensionales, que figuran detalladas
en el folio 23v del Tratado, conducen a una condicion de tra-
bajo que depende especialmente de la clave.

Resulta curiosa la manera en que establece esta relacion en-
tre dimensiones y pesos de elementos, lo que exige diferen-
ciar entre aquellos elementos que sustentan, los que nacen
de los jarjamentos, y aquellos que son sustentados, los que
nacen de las claves. De la misma manera también diferencia
entre claves sustentadas, como las que estan en zonas centra-
les del arco del crucero o tercelete, y aquellas que sustentan,
como son las finales de los arcos terceletes o crucero.

Establece asi un criterio basado en una simple suma de aque-
llo que sustenta y una resta de aquello que es sustentado. El
tratado de Gil de Hontanon desarrolla un ejemplo concreto,
referido a una capilla de planta cuadrada de lado 20 pies,
determinando una diagonal que corresponde con la proyec-
cion del crucero de 28 pies. Tomando esta dimension como
diametro la circunferencia trazada por el crucero seria de
44 pies, que sumados al otro crucero daria como resultado 88
12/17 pies. De esta dimension resta 12 pies correspondientes
alo que es sustentado, quedando 76 pies. De la raiz cuadrada
de esta dimension obtiene un valor final de 8, de tal manera
que esta sera la relacidn entre el peso del crucero en su pie y
la clave mayor.

«En las claves se an de entender los miembros que sustentan
y los que son sustentados. Porque los que son sustentados
se an de Restar de los que sustentan conocese en que los que
sustentan, nagen de los jarjamentos, Y los que son sustenta-
dos naszen de las claves.

Tambien ay claves que sustentan, Y otras que son susten-
tadas, las que estan en el arco del Cruzero, o tercelete, son
sustentadas. Y las que estan en los ultimos fines de los arcos
de los terceletes, o Cruzero, sustentan todas» (10).

De estas reglas podriamos determinar un primer célculo que
podria denominarse empirico y que permitiria obtener un
particular analisis de los estribos, de los nervios y de las cla-
ves. Estas reglas desarrolladas en el Tratado original de Gil
de Hontanon, y que son ya trasladadas en razéon algebraica
por S. Huerta (11), permiten establecer una relacién entre el
espesor del estribo en el arranque (d) y su altura en funciéon
de las dimensiones de los elementos que a él acometen.

2 2
d———~Jh+—-E )
n. [1]

Siendo h la altura del estribo y £ ;la suma de la mitad de las
longitudes de los nervios que acometen al estribo (desde los
arranques hasta las claves).

Siguiendo la propuesta desarrollada por S. Huerta, para un
determinado tramo la longitud de los nervios sera proporcio-
nal a su luz (L), de tal manera que podemos expresar la suma
de longitudes de los nervios en funciéon a ésta mediante un
factor (o), actuando de igual manera con la altura, aplicando
un nuevo factor ().
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%-Zni:mL [2]
h=BxL [3]

d=§-JL-(a+B) [4]

De esta manera se establece una relacion entre el espesor del
estribo (d) y la luz de la boveda (L) a partir de un nuevo factor
adimensional (), lo que conduce a un calculo no proporcio-
nal como muestra S. Huerta.

d_2 |(a+B) [ L
I 3 I W[\/Zj [5]

Para trasladar esta condicién al caso en estudio debemos
de tener en cuenta que la unidad de longitud contemplada
por Gil de Hontafi6n era el «pie castellano», equivalente a
0,2768 m, resultando de esta manera de la aplicacion de la
ecuacion [1] el espesor del estribo (d).

h =2,92 m = 10,50 pies
.= 3,58 +2,74 + 2,62 = 8,94 m ~ 32,00 pies
d = 3,76 pies = 1,05 m

La geometria de la capilla presenta unos esquinales cuya di-
mension menor resulta de 1,16 m, ofreciendo por tanto un
factor de seguridad (C ) en este cilculo por reglas empiricas.

d
C=—rad 2" 110 [6]
s d 1,05

empirico

Las reglas empiricas para nervios conducen a relaciones con la
luz de la boveda, resultando las ya expresadas condiciones de:

 Arco perpiaiio L/20
e Arco crucero L/24
 Terceletes L/28
« Arco formero L/30

Estas relaciones dimensionales, que se mantienen en el ejem-
plo en estudio, conducen a una situaciéon que se ha mostrado
como suficiente para acomodar las distintas lineas de empuje
que pudiesen resultar por las condiciones cambiantes. Pero
es necesario contemplar no sdlo la situaciéon de trabajo de la
béveda completada, sino también la estabilidad resultante del
proceso de ejecucion, y en ambas situaciones el peso de las
claves resulta un factor determinante. La clave surge asi como
un elemento cuyo principal aporte se debe a su masa que ne-
cesariamente necesita ajustarse en geometria a las condicio-
nes impuestas por los elementos que acometen. La condicién
entre elemento sustentante (suma) y sustentado (resta) llevan
a una razoén en la que nuevamente no resulta posible estable-
cer una condiciéon de proporcionalidad al introducir esa raiz
cuadrada. El peso del crucero (P ), estimado por unidad de
longitud, afectado por la raiz de la diferencia entre la longitud
de los elementos sustentantes (L,) y los elementos sustenta-
dos (L,) dara como resultado el peso de la clave (Q).

QZPC'VZLS_ZLA (7]

Intuition, reason and calculation on the structural analysis of a ribbed vault

Figura 5. Desmontaje de la boveda y detalle
de las claves recuperadas.

El proceso de desmontaje (Figura 5) permite evaluar con re-
lativa precision estos valores y especialmente esa condicion
de trabajo que resulta precisa durante la construccién en la
que los nervios forman esa cimbra capaz de sostener su pro-
pio peso, resultando la condicion del peso de las claves de una
fraccion de este. En el caso de estudio esta condiciéon determi-
na la siguiente relacion dimensional, teniendo en cuenta que
las unidades a emplear resultan en el caso de longitud el ya
referido pie castellano y en el caso de peso el quintal, equiva-
lente a una masa de 46 kg aproximadamente.

V., =b, e, =0,12m-0,30m = 0,36m* / m = 0,01m* / pie [8]
P, =v.-V,=2300 kg /m*-0,01m? / pie = 23,06kg / pie [9]

P, =0,50 quintales / pie [10]

S L =(4-3,58 m)+(4-2,74 m)=25,28 m=90,74 pies [11]
YL, =(4-0,85 m)+(4-2,74 m)=14,36 m=51,54 pies [12]

Aplicando las condiciones de la ecuacion [7] resulta:

0=0,50 /90,74 51,51 = 3,13 quintales [13]
Siendo:

V. el volumen del nervio por pie de longitud

P, el peso del nervio por pie de longitud

b ancho del nervio (0,12 m)

espesor del nervio (0,30 m)

Y., densidad del material (2300 kg/m?)

La clave desmontada arrojé un peso de 155,25 kg, lo que re-
presenta un equivalente a 3,37 quintales, de tal manera que
es posible estimar un nuevo factor de seguridad (C,) compa-
rando el valor de las regla empiricas con la realidad existente.

- @ _337

A ~1,08
3,13

[14]

Qempirico

Si comparamos este valor con el tedrico resultante de la apli-
cacion de las reglas de Gil de Hontafi6n obtendremos un fac-
tor de seguridad atin mayor, manteniendo la relacion de 8
12/17 propuesta. En este caso el peso de la clave deberia de
resultar en:

Q= (8 + %] ‘P, = 4,35 quintales [15]
C = Qteérico — ﬁ ~

; 1,39 [16]
3,13

Qempin'co
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4. RAZON

Esta simple condicion de permanencia temporal es argumen-
to suficiente para avalar la capacidad que presentan este tipo
de construcciones para adoptar variadas condiciones de equi-
librio. No resulta extremadamente complicado determinar y
evaluar cada una de las posibles, encontrando en ello una ra-
z6n a su mecanismo de trabajo.

Queda evidenciado por todos los estudios desarrollados desde
los precedentes de Moseley (1843) y sus anélisis sobre la posi-
cion de la linea de empujes (12) que las ecuaciones de equili-
brio no son suficientes para obtener la distribucién de esfuer-
zos internos. Esta condicion de estructura hiperestatica derivo
en sucesivos estudios de acercamiento a un calculo elastico que
tal vez tengan su primer referente en Winkler (1879) y su con-
sideracién de una linea de empuje en condiciones ideales (13).
La racionalidad que introduce esta consideracion de analisis
también presenta ciertas incertidumbres que han de ser acota-
das. El proceso, articulado en esa secuencia de establecimiento
de las ecuaciones de equilibrio y ecuaciones elasticas de rela-
cion entre esfuerzos y deformaciones, precisa también de la
consideraciéon de compatibilidad de deformaciones. Estas es-
taran en relacion directa con la manera en que las partes se en-
cuentran conectadas y, especialmente, con las condiciones de
contorno que quedan supeditadas a la rigidez de los estribos.

Podemos establecer asi que la precision de resultados depen-
de de la capacidad de prever la compatibilidad en deforma-
cion de dos factores. El primero, que podemos denominar in-
terno, corresponderia a las infinitas relaciones que se pueden
establecer entre elementos y materiales irregulares y aniso-
tropos. El segundo, que denominaremos externo, depende de
la capacidad de la boveda en su conjunto de no experimentar
desplazamiento alguno en sus apoyos. Fijar esta segunda con-
dicién como premisa de anélisis permite establecer un rango
limitado en la posicion de la linea de empujes, estableciendo
asi unos parametros de empuje minimo y de empuje maximo.

Los posteriores estudios de la Teoria del Anélisis Limite y
del Teorema de Seguridad que promueven Gvozdev (1960)
con su demostracion de los Teoremas fundamentales (14),
y en especial los sucesivos de Heyman (1999) conducen a la
confirmacién de que resulta imposible determinar la linea de
empujes real (15).

Obviamente la razon reside en la determinacién de una con-
dicién de estabilidad que implica que la linea de empuje se
encuentra dentro de la traza del elemento (Figura 6). Pero no
es necesario establecer esa linea real, basta con que sea posi-
ble, y para ello, la restriccion del desplazamiento en apoyos

H, min
ﬁ h

I I

resulta un recurso efectivo. A pesar de la incertidumbre de
buena parte de los factores intervinientes resulta claro que
la concepcion de los estribos constituye un aspecto funda-
mental a la hora de determinar la estabilidad en el tiempo de
la obra construida. Basta recordar el extenso desarrollo que
realiza Gil de Hontafén al referirse a las reglas compositivas
para estos elementos y en el adecuado proceso de construc-
cion del conjunto, asegurando unas condiciones de equilibrio
en cada etapa.

Si bien fue Wittmanm (1879) quien desarrolla los primeros
andlisis de estatica grafica de bovedas de cruceria (16) intere-
sa en este caso analizar las propuestas planteadas por Michon
(1857) (17) y desarrolladas posteriormente por Mohrmann
(18) a partir del original tratado de Ungewitter (1890).

Aislando una porciéon de la boveda es posible determinar el
centro de gravedad de esta seccion entre los arranques y la
grieta que se produciria en la clave, estableciendo asi el equi-
librio del s6lido libre, sabiendo de antemano que, por sime-
tria, el empuje resultante de los esfuerzos a lo largo del tramo
horizontal debe de ser horizontal.

En ambos casos estariamos proximos a la relacion 2:3, de tal
manera que en base a la original Tabla de Mohrmann-Un-
geuwitter o la interpretacion de Heymann podriamos estimar
los correspondientes parametros de empuje y la posicion de
su resultante, asumiendo como material constituyente una
arenisca con espesor medio de 200 mm.

Con estas consideraciones la condicién de equilibrio puede
ser abordada a partir de las conocidas como Tablas de Mohr-
mann-Ungewitter (Figura 8). La densidad del material y las
relaciones geométricas entre luz (S) y altura (f), permiten de-
terminar las componentes verticales (V) y horizontales (H)
del empuje total. Es posible determinar el punto de paso de
su resultante mediante la relacion h/f a partir de tablas que
trascribi6 posteriormente J. Heyman (Figura 7).

Estas simples tablas permiten un rapido acercamiento al ana-
lisis sin mas que considerar las relaciones geométricas entre
cada uno de los lados, en planta y alzado o seccion, estable-
ciendo con ello la relacién entre los parametros de altura y luz.

Flecha del arco f=2,92m
Luz de la boveda Sx =3,55m
S,=3,95m
Direcciéon OX (f/s) 2,92: 3,55 — 1: 1,22 [17]
Direcciéon OY (f/s) 2,02: 3,02 — 1: 1,34 [18]
Hmax
= =

I I

Figura 6. Linea de empujes en condiciones de empuje minimo (H . ) y de empuje maximo (H ). Interpretacion en J. Heyman (15).

6

min

max
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Altarafluz w | 1:8 | 1:3 122 | 23 5:6al:1
Wil fut | Vo Hy | Vo I Ho | Vo [ Ho [ Vo | Hy Vo | Hy
% ladrillo ligero 20 3540 | 23 |1618| 26 |1,1-12) 29 |0910 34 |0809
# ladnllo resistente 2,2 5055 [ 31 [2224]35 1416 38 | 1,115 45 [1,0-1,1
% ladnllo resistente 37 7035 | 42 |3033] 48 |1,922] 53 |1618 £S5 [1,5186
200 ram. arenisca 50 95100 | 5.7 | 4,245 | 70 | 2932 | 7,5 | 2225 90 | 2123
300 ram. maraposteria 8,5 1817 | 100 | 7,1-75 | 120 | 4855|130 | 4043 150 | 3,537
Braodepdanca (W0 | 090 | 085075 | 080070 | 080072 080075

Figura 7. Interpretacion de las tablas originales por J. Heyman (15).

En ambos casos estariamos préximos a la relacion 2:3, de
tal manera que segun la original Tabla de Mohrmann-Un-
geuwitter o la interpretacion de Heymann podriamos estimar
los parametros de empuje y la posicion de su resultante, asu-
miendo como material constituyente una arenisca con espe-
sor medio de 200 mm.

vV, 75kN/m*
H, 2,2-25kN/m?

h/f 0,80 — 0,72

A partir de estos valores base, podremos obtener las resultan-
tes de empuje (Vy H) de manera directa.

v
H

26,09 kN
12,30 kN

El «método de los cortes» puede ofrecer también un rapido
acercamiento a las condiciones de equilibrio en bévedas un
tanto complejas como las de cruceria. La configuracion per-
mite asumir la presencia de una semiesfera vaida de didmetro
inscrito en la planta (se contempla asi en el planteamiento
proporcional de Gil de Hontafién), asi que podemos aceptar
que nuestra béveda de cruceria se sustituya por otra continua
con un ligero incremento de su espesor para tener en cuenta
el particular peso de nervaduras y de claves.

Dividiendo esta boveda equivalente en planos verticales pa-
ralelos encontraremos una serie de arcos que apoyan sobre
los perpianos, de manera que la componente horizontal de
los empujes de cada uno se anula con la de los tramos adya-

Intuition, reason and calculation on the structural analysis of a ribbed vault

Asumir la simplificacién de un reparto uniforme del peso to-
tal de la boveda determina una distribucion mas desfavora-
ble, tal y como plantea el propio S. Huerta (19), pero permite
establecer el empuje horizontal (H) a partir de la expresion
propuesta.

1 S 1 ~A~S

H==-P.|2|==. = 1
gl 778 Y4 7 [19]
P, peso total de la boveda
Y,  pesodelabdveda por metro cuadrado en planta
A area de la planta de la boveda.

Asumiendo para el peso de la boveda la arenisca contem-
plada con anterioridad, incrementado su densidad en un
5 % para tener en cuenta el sobrepeso de los elementos sin-
gulares y la presencia de un relleno, se obtiene la siguiente
razon.

De la composicion grafica (Figura 9) resulta evidente que el
principal aporte estabilizador corresponderé al estribo, man-
teniendo en el poligono ideal de fuerzas una relaciéon préoxima
a1:10 entre el peso de la boveda (P, ) y el del resto de elemen-
tos que aportan peso estabilizador.

P
—bzi [20]
P+P 10

Podemos trasladar esta condicion al caso en estudio, asumien-
do para los esquinales una dimension media de 1,20 x 1,20 m
y unas alturas correspondientes para cada tramo de aporte de
1,20 m y de 3,30 m respectivamente.

P =1,23-1,23-1,20-23,00 kKN /m® = 41,75 kN

P =1,23-1,23-3,30-23,00 kN /m® =114,80 kN

.~ , oz
centes. Por tanto el arco perpiafio sdlo asumiria componente 1 3,92
cal H=—- 1,05-23,00~0,2o)- 3,55-3,92 =11,27 kKN
vertical de carga. 8 2,02
Tabelle 1.
Dle Gewlchte und Horizontalschilbe der Gewdlbe (s. Fig. 365).
o o Gowicht | Hobolarm | Hebolarm " Horlzontalschub|  Beispiel I. | el 11,
'von jo1qm des der b ‘mu-lqnnma-}l Gowsibe vun . Gows be von
des Gewdlb 3 | ucl or ,riss dos lastenden !
Bezelchnung des Gewdlbes | fliche Gewichtes ' schibe ﬁowolblblﬂlnn‘leulbulueku i“""““‘f‘"“:" f‘m‘ Hm"’
Vo a | k z Ho | H 'V 'H
T L Ploilverhtitnis 1:8. j | ‘ [ ) ;
a. Kappen 1/, Stein aus porosen Ziegeln . . . .. 20 360—400 | 1600| 3200 6400 | 11500 :
b. !/, Stein feste Ziegel oder */, Stein pords . . 270 0220235 | 090 f** .:00—~:'n_ﬂ | 2160 | 4400 8600 | 16000 H
c. %, Stein feste Ziegel oder 1 Stein pords .. 80 S oder | 1), bis Y, 1 | 700—750 | 2960 | 6000 11800 | 22400 t
d. 1 Stein feste Ziegel oder 20 cm dick Sandstein . 300 rd s A P s ' 9501000 | 4000 8000 16000 30400 :
e. 30cm dick Bruchstein . . . . . . . . . 80| | Yhes . 1600—1700 || 6800 | 13600, 27200 | 51000 |
1. Uberfillltes Ziegelgew., mit Fussb.32cm im Scheitel — ,0205=")s ‘ - | 5800 | 11000 26000 | 46000 1
1. Pfeilverhltnis 1:3. ' ¢ H
a. Kappen '/, Stein aus porbsen Ziegeln . . . . Loe30 ! | } 160—180 1840 | 1440 7400! 5100 5
b. !/y Stein feste Ziegel oder %, Stein pords . . 310 lu ‘9 0,215 |0.85—0,75 ' 1220240 2480 ' 1920 9900 | 7000 .f
c. ¥, Stein feste Ziegel oder 1 Stein pords . . 420 » S oder ./ bis 7/, f 300330 3360 | 2640 13400 | 9600 f
d. 1 °Stein feste Ziegel oder 20 cm dick Sandstein . 570 s (0 o + 420450 | 4560 | 3600 1820013400 '
e. 30cm dick Bruchstein . . . . . . . . . 000 ho—la s | 70750 " 8000| 6000, 32000, 22700 H
f. Uberfilltes Ziegelgew., mit Fussb. 32 cm im Scheitel — 011s=x ys - | 7300 | 5200, 37500 | 23000 :
1L Plellverhltnis 1:2. | ;
a. Kappen ', Stein aus porésen Ziegeln . . . .. 2060 l ' 110—120 1 2080 960 8300 3500 !
b. !/, Stein feste Ziegel oder 3/, Stein pords . . 3 Io 17-020s [080-0,70 1, 140160 | 2800 1280 11200 4500 :
C. ¥/, Stein feste Ziegel oder 1 Stein pords . 48 Mo oder Vo bis 1, £, J0—32 | 3840 1760 15400 6100 :
d. 1°Stein feste Ziegel oder 20 cm dick Sandstein . 700 I¥ fo—"lss (O s 4 280-320 [ 5600' 2560 22400, 9000 H
6. 30 cm dick Bruchstein . . . . . . . . . ‘ 200 Is—"1s s 180550 | 9600 | mm‘ 38500 | 15300 i e
{. Uberfillltes Ziegelgew., mit Fussb. 32 cm im Scheitel — 0165 - ‘ 8000 | 3800 41600 | 17600 2’ R e e O]
IV. Pfeilverhaltnis 2:3. | L
a. Kappen '/, Stein aus pordsen Ziegeln . . . 290 i 90—100 1 2320 800 9300 2000 W/
b. 1/, Stein feste Ziegel oder ¥/, Stein pords . . B0 |51, 00 f080-0,72 | 110—130 3040 | 1040 12200 3500 7
c ’/‘ Stein feste Ziegel oder 1 Stein pords . a0 o oder "y, bis 1, f 160—180 J 4240 | 1440 17000 5100
d. 1 Stein feste Ziegel oder 20 cm dick Sandstem W ="%—"s® i o0 220250 6000, 2000 24000‘ 7000 ’
e. 30 cm dick Bruchstein . . . . . . . . . 300 rd Yy s : 100—$30 mwo\ 3440' 41500 | 12800 i i
f. Uberfillltes Ziegelgew., mit Fussh. 32cm im Scheitel - 0,165 i - 710500 | 3500 57900 : 17400 4 1
V. Pleilverhtitnis 5: 6 bis 1. ; | : Y
a. Kappen '/, Stein aus pordsen Ziegeln . . . .| 340 | 80—90 | 2720/ 720 10900 2600 4
b. !/, Stein feste Ziegel oder */, Stein pords . . 450 l 0,80—0,75 ! ©100—110 | 3600 880 14400 | 3200 s Psesas s
c. ¥, Stein festc Ziegel oder 1 Stein pords . 650 10,16—0,195 e Y bis Y, 1 50160 | 5200 1280 20800 | 4800 ke - S
d. 1'Stein feste Ziegel oder 20 cm dick Sandstein . l o s J g ‘.;1’3—?3 I;:gg ;g:g ‘fggg 1?;38
e. 30 cm dick Bruchstein . . . . . . . . . 1500 A 50— 370 | ‘
f. Uberfillltes Ziegelgew., mit Fussb. 32cmimSchiited | | 015s ‘ \ — 13000 | 30001 77800 | 17500

* s = Spannweite, ** f == Peilhdhe.

Figura 8. Tabelle 1. Die Gewlchte und Horizontalschiibe der gewolbe. Mohrmann-Ungewitter (1890).
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Figura 9. Esquema simplificado de fuerzas concurrentes.

Comparando estos valores con el peso de la béveda poder-
nos comprobar la precisiéon de esta consideracién, asumien-
do para ello un reparto equivalente entre los cuatro apoyos

extremos.
4/ _ 67,21 =0,107 = ! [21]

P+P  4-(41,75+114,80) 9,3

Frente a la que sin duda resulta la condicion mas restricti-
va, la de estabilidad, las reglas tradicionales que dictaron
el trazado de los elementos han conducido a situaciones de
equilibrio muy similares a los que habrian resultado de una
consideracion de disefio desde los postulados analiticos sim-
plificados que responden a un criterio cientifico.

5. CALCULO (ELEMENTOS FINITOS)

Como tltima metodologia de andlisis se ha realizado una
idealizacion mediante un modelo unidimensional de elemen-
tos finitos mediante un software FEM (AutoFEM Analysis
Software LLP) que permite obtener a partir de determinadas
funciones de forma una aproximacion a los esfuerzos en el
interior de los elementos (20).

Se han modelizado de manera precisa los componentes de
cada uno de los elementos que integran el sistema (Figura 10)
en una idealizacion desprovista de las coacciones formales
que estableceria el conjunto de la plementeria.

Se definen para los elementos integrantes las siguientes pro-
piedades fisicas y mecénicas.

Peso especifico fabrica Y, 23,00 kN/m3
Peso especifico plementeria Y, 20,00 kN/m3
Resistencia a compresion o 50,00 N/mm?2

c,k

Figura 10. Idealizacion de los elementos y patron de mallado MEF.

Resistencia a traccion 0, 1,10 N/mm?
Moédulo de elasticidad E 1500 N/mm?2
Coeficiente de Poisson v 0,20

La consideracion de acciones se efectia mediante una distri-
bucion lineal, variable segtin el desarrollo de cada nervadura
y la altura del relleno resultante en cada uno de los puntos
medios, asimilando la propuesta metodolégica al tradicional
analisis de «fajas» o «cortes».

El conjunto del volumen que gravita sobre la «cascara», se
estima en 5,40 m3. Con esta consideracion y la distribucion
geométrica de los cortes se trasladan a la fase de anélisis los
valores correspondientes a peso propio y las componentes de
fuerza sobre cada una de las partes.

Se ha elegido una malla conformada por tetraedros, cuyas di-
mensiones se han ajustado al tipo de elemento, estableciendo
en elementos curvos una division minima de 8 partes por cir-
cunferencia. El proceso se limita a un ntimero de iteraciones
a 5000 y a un error relativo del 0,001.

Los parametros de deformacion del sistema se reflejan en el
esquema de isovalores siguiente (Figura 11), pudiendo apre-
ciar una zona de deformacion vertical maxima en torno a la
posicion del florén central, en el punto de entrega de los ner-
vios centrales diagonales. El maximo valor obtenido en ana-
lisis corresponde con un descenso de 13,47 mm, siendo en el
flor6on central de 11,02 mm.

Los méximos valores de tension corresponden en el caso de
traccion con 0,86 MPa, coincidente en posicion con la logica
linea de fractura, y un pésimo de compresiéon de 17,4 MPa,
situado en la base de arranque de las nervaduras. Ambos va-
lores resultan sensiblemente inferiores a los parametros ca-
racteristicos de los materiales considerados.

A pesar de la posible «incongruencia» que supone hablar de
coeficientes de seguridad referidos a estados tensionales en
casos en los que la variabilidad de factores implicitos hacen,
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0
00006124
0001226
0001837
000245
0003082

0003675
0004287
0004899
0005812
0006124
0006737

0007349
0007962
0008574

Figura 11. Gréficas de deformacion y de tension.

cuando menos, «dificil» la determinacién del valor caracte-
rizador del material (no homogéneo, fisuracion, acomodo
temporal...) podemos establecer un nivel de confianza funda-
mentado en razones de resistencia de materiales. De ellas y
con todas las reservas que necesariamente hemos de contem-
plar en sistemas cuyo criterio de fallo se encontrara con toda
seguridad en el espectro de la «estabilidad» y no de la resis-
tencia, podemos determinar un coeficiente de seguridad del
material comparando el valor pésimo obtenido en el proceso
de andlisis y el valor caracterizador asumido para el material.

o

1,10
Cs="2£=2

o, 0,8

=1,28 [22]

6. CONCLUSIONES

Las condiciones de diseno fundamentadas en proporciones
geométricas (Gil de Hontafion), conducen a situaciones de
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