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RESUMEN

En las estructuras pueden distinguirse con bastante
precision los aspectos de su comportamiento que dependen
solo de la forma, de su proporcion, de aquellos que
dependen de su tamaiio. Mediante el andlisis de estructuras
en el limite de resistencia a su propio peso, y a través de los
conceptos de esbeltez, alcance del material, alcance de la
estructura y de cantidad de estructura de la “‘estructura
unidad” pueden delimitarse con mucha precision dichos
aspectos. De este modo en estructuras muy lejos del limite
de tamafio correspondiente a su tipo, las relaciones de
proporcién son dominantes en su comportamiento. En
estructuras con tamario importante respecto del limite, los
conceptos anteriores proporcionan recursos para evaluar con
sencillez y elegancia las proporciones de la resistencia del
material que se emplean en soportar el propio peso, o las
cargas adicionales a éste.
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SUMMARY

We can distinguish rather precisely between the aspects of
structural comportment dues to it’s form, to it’s proportions,
from those dues to it’s size. By the analysis of structures in
their size’s limits (supporting only their own’s weight),

and with the use of the slenderness, scope of the material,
scope of the structure, and structure quantity of the “unit
structure” concepts, we can delimit those aspects. Thus, in
structures far from the size’s limit that can be adscribed to
it’s class, the relations of the form are dominants in their
comportement. In structures where the size is a high fraction
of that limit, these concepts allow to evaluate with quickness
and elegance the fractions of strehgth employed in
supporting the structure’s own weight, or any additional
loads.

INTRODUCCION

En la antigliedad clésica se concebia el comportamiento
de las estructuras como un fenémeno principaimente
ligado a la forma, a la geometria, que era la ciencia ma-
tematica con mayor desarrollo. Tal concepcién suge-
ria el uso de reglas proporcionales en el disefio, de mo-
do que modelos probados en un tamaiio se extrapola-
ban mediante reglas de proporcién a otros tamaros.
Galileo demostré usando geometria que las reglas pro-
porcionales no eran apropiadas a estructuras soportan-
do su propio peso, y su alegato tuvo una influencia im-
portante. Las razones de Galileo, y el desarrollo y uso
del analisis matematico como herramienta de reflexién
estructural han eliminado casi por completo las reglas
de proporcion de la teoria de las estructuras. Hay que
salvar los éa‘sos puntuales en que las expresiones se
plantean en forma adimensional, que podria verse co-
mo una forma actual de establecer reglas proporcio-
nales desprovistas de la carga geométrica (visual) de
la antigliedad. Hay que decir que, de encontrarse re-
glas proporcionales vélidas, éstas son una poderosa
herramienta de disefo, en la medida en que éste se re-
suelve mediante dibujos en los que se trata de dar so-
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luciones a todos los problemas implicados. La herra-
mienta tiene asi la misma forma del medio de trabajo
empleado en el propio proceso del disefio, y es de gran
utilidad.

Si analizamos “grosso modo” el comportamiento de es-
tructuras en funcién del tipo de carga que soportan,
es facil intuir que estructuras disefadas para soportar
cargas que dependan de superficies llevaran a solucio-
nes proporcionales, en la medida en que aumentos pa-
ralelos de las areas de cargay de seccion, para esque-
mas estructurales idénticos y formas y secciones pro-
porcionales mantendran las tensiones en los materia-
les. Esta es la base de cantidad de disefios (proporcio-
nales) de uniones o detalles. No aportaré mayor preci-
sién aqui, pues no es éste mi objetivo. Para cargas de-
pendientes de masas, en cambio, y en particular para
los pesos propios de las estructuras, la proporcionali-
dad no es aplicable, de modo que la geometria parece
inutil como herramienta. En este articulo mostraré que
aun en este caso puede ser una herramienta de excep-
cional valor.
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En los manuales académicos no es usual encontrar un
andlisis teorico del comportamiento de las estructu-
ras sometidas a su propio peso (ni por tanto de su di-
sefo), que no sea el hecho de citar su importancia (ma-
yor o menor) en la evaluacién de las cargas. De este
modo no es facil hacerse una idea general de la inci-
dencia del peso en funcion del tipo de estructura, su
forma, su tamafio, o el material de que esté compues-
ta, hasta que ésta no esta disefiada. Tal idea queda li-
mitada a la que pueda aportar la experiencia del pro-
yectista en estructuras anteriores. Como la experien-
cia no es susceptible de una facil transmision, ni de
generalizacién, el conocimiento asociado a ésta man-
tiene un caracter de relativa oscuridad, que no es una
cualidad deseable en él. Es objetivo de este articulo
iluminar algo dicha oscuridad mediante una reflexién

sobre la incidencia del peso propio en el comporta-
miento y disefio de las estructuras. Muchos de los re-
sultados que aqui se exponen proceden de reflexiones
elaboradas a partir del curso de doctorado impartido
por Ricardo Aroca: “Geometria y Proporcion en el Di-
sefio de Estructuras’.

Describimos en primer lugar, para centrar ideas, las
condiciones de proporcionalidad en el comportamiento
de las vigas. Analizamos posteriormente el comporta-
miento de las estructuras en el limite teérico de su re-
sistencia (s6lo soportan su propio peso), establecien-
do de paso un lenguaje apropiado para referirnos al mis-
mo, tratando finalmente el de estructuras con reserva
de resistencia para cargas adicionales a aquél.

Proporcionalidad en el comportamiento de vigas

Describimos las condiciones geométricas de resisten-
ciay de deformacion limitada en vigas de seccion rec-
tangular constante para carga uniforme y peso propio.

En cortante, momento y deformacion, las expresiones
de comprobacidén son del tipo:

T = o, (s + bdg)l/2 < By7bd
M = o, (gs + bdg)i/8 < B,bd%
fil = ay(qs + bdg)l*/(384Ell) < B,
Con:

— q: Carga por metro cuadrado.

— 1# I Luz de la viga. ‘

— s: Separacion entre vigas (o luz de carga).

— d: Canto de la viga

— b: Ancho de la viga.

— o: Densidad del material.

— o: Resistencia a tensiéon normal del material.

— 7 Resistencia a tension tangencial del material.

— E: Mddulo de elasticidad del material.

— I Inercia de la seccidn (bd3/12). )

— «,: Factor por condicidn de extremo en el cortan-
te (1 en condiciones simétricas).

— ay, Factor por condicién de extremo en el momen-
to (1 en vigas apoyadas, 0,666 en empotradas elas-
ticas, 0,5 en empotradas plésticas,...).

— a5 Factor por condicién de extremo en deforma-
cién (1 en vigas empotradas, 5 en vigas apoyadas...).

— B,: Factor de resistencia de la seccién en cortan-
te (0,66 para vigas de comportamiento elastico, 0,9
para secciones de hormigén,...).

— B, Factor de resistencia de la seccion en flexion
(0,1666 para vigas de comportamiento eléstico, 0,255
para secciones de hormigén con cuantia mecani-
ca 0,3, 0,353 si la cuantia es de 0,45,...).

— B,: Limite de flecha admitido (1/400,...).
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Fig. 1.—Mddulo de disefio.

Si ordenamos adecuadamente las expresiones anterio-
res, resulta:

l's B, 71 1
- 52 -
db a q do
1+
q s/b
2g g 1
58 ﬁ_
d’b a q do
1+
qslb
’s B, E 1
<384 — =
d*b a; q do
1+
q s/b
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Llamamos T, al cociente s/b y Iy al cociente I/d.

Ny T, <K, 7qF
T2l = K,algF
Isr, < K ElqF

Expresiones adimensionales en las que los cocientes
del primer miembro son esbelteces (proporciones), y
los términos que intervienen en el segundo son en gran
medida dependientes sélo del tipo de problema: En
efecto, en K, se consideran sélo terminos del proble-
ma pero no de las dimensiones de la solucién. En F
se incluyen sélo los términos dependientes de la rela-
cién entre carga ypeso propio. Entre las tres compro-
baciones existen unos valores limite (que separan los
puntos de corte entre disefio por cortante, disefio por
momento, o disefio por deformacién, en la medida en
que la solucién no es estricta simultaneamente para
las tres condiciones), limites que se obtienen por co-
ciente entre las ecuaciones dos a dos (o haciendo es-
tricta la solucion a dos requerimientos simultaneamen-
te), y que no dependen de las relaciones entre carga
externa y peso propio que puedan existir.

Ty
T,

K,/K, olr; “Esbeltez base”®
KJ/K, Elg; “Esbeltez limite”®

Para extraer la influencia de cargas o pesos propios,
anulamos alternativamente la densidad o la carga ex-
terna, obteniendo las condiciones geométricas de d'-
sefio para vigas sin peso propio, o vigas sin carga en
el limite de tamaito.

En el primer caso F = 1, y en el segundo Filq =
= I'Jdg de modo que, para estructuras sin peso pro-
pio, las comprobaciones son:

Fd FS < K1 ﬂq = KT
T2T, < K, olq = K,
I'#T, < K Elg = K®

Como se ve se trata de estructuras en las que existe
proporcionalidad entre las soluciones, pues las condi-
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ciones de comprobacion (que son el valor de las es-
belteces, y por tanto proporciones geométricas) sélo
dependen de condiciones ajenas al propio dimensio-
nado.

Para estructuras sin carga externa las expresiones pa-
san a ser las siguientes: :

I =<K, 1oolg
IT2 < K, dlg
ITy < K, Elo dlg

Donde | es laluz de la solucién. Tales expresiones per-
miten, por lo tanto, evaluar la maxima luz alcanzable.
Para dimensiones menores a lamaxima, la parte de ten-
sion utilizada para resistir el propio peso es igual a la
proporcién entre la luz real empleada y el tamafio méa-
ximo. Por lo tanto, si consideramos que o/g €s unalon-
gitud que depende del material elegido, y que los de-
mas términos en K, dependen sélo del problema y ti-
po de solucién elegidos, se comprendera el interés del
tipo de andlisis empleado: permite abordar las compro-
baciones en forma geométrica, empleando términos de
forma, esbeltez, tamafio...

Puede alegarse que no es posible describir desde la
geometria el comportamiento de las estructuras que
s6lo resisten su propio peso y que han sido disefiadas
estrictamente para tal funcioén, al contrario del caso
abordado hasta aqui, de estructuras que por ser de sec-
cidn constante son ineficientes para tal funcién, y que,
por tanto, no tienen por qué representar el comporta-
miento de las estructuras correspondientes a lo que
seria una clase diferente de problemas. Sin embargo
si es posible tal descripcion, y a ello dedicamos el si-
guiente apartado.

™Término utilizado desde hace afos por José Luis de Miguel para denominar la
esbeltez que separa los campos de disefio por cortante y por momento.

@8epara los campos de disefio por momento y por deformacion. Incidentalmen-
te cabe afiadir que para ciertos tipos (extrafios) de disefic sobredimensionados
a flexion podria darse el caso de una esbeltez limite entre disefio por cortante
y disefio por deformacion, que se obtendria de analoga forma a las anteriores.

©®Términos debidos a Ricardo Aroca, en sus cursos de Proyectos de Estructu-
ras en la Escuela de Arquitectura de Madrid.

Estructuras que resisten su propio peso

En el presente apartado se describira el comportamien-
to de las estructuras sometidas a su propio peso, y en
el limite de su resistencia, analizando el disefio de su
forma, y evaluando el tamafio que pueden alcanzar, in-
tentando determinar los pardmetros claves en tales
cuestiones.

En todos los casos, para tales tipos de estructuras (y
en recuadro aparte se consideran el soporte, el arco,

o las vigas de canto variable, sin alma, o de canto cons-
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Licencia Creative Commons 3.0 Espafia (by-nc)

tante, pero puede observarse analogamente en los ca-
s0s considerados al analizar la proporcionalidad en el
comportamiento de vigas), aparecen dos resultados de
capital importancia: :

En primer lugar, las expresiones dependen directamen-
te de la longitud /g (en el caso del soporte véase la
altura para la que se duplica el &rea, en vigas, la propia
expresion del tamafio maximo...). Puede decirse que so-

luciones en las que sélo varie el material son propor-
http://informesdelaconstruccion.revistas.csic.es
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cionales a los correspondientes valores de los mate-
riales empleados. Denominamos Alcance* a tal canti-
dad, en la medida en que tal valor es un tamafio, liga-
do intimamente a las maximas dimensiones alcanza-
bles mediante el empleo de un cierto material, y que
corresponde a la maxima longitud que puede alcanzar
una barra de seccién constante de un material some-
tida axilmente a su propio peso (y si no existen otros
problemas, como serian la inestabilidad en compresién,
o la necesidad de ejecucion de uniones en traccion).
En algunos textos se le ha denominado “altura méxi-
ma’”. Preferimos una denominaciéon mas sintética (mas
corta, y que actualmente tiene menor contenido seman-
tico), que permita su incorporacion natural al lenguaje
con el que se evaluan y describen los contenidos es-
tructurales de materiales, disefios concretos, etcétera.

En segundo lugar, en todos los casos las dimensiones
de las secciones empleadas mantienen una relacion
definida entre si, pero ellas mismas no estan definidas,
es decir, las formas y alcances logrados con ellas son
independientes del dimensionado, por lo que pueden
alterarse proporcionalmente todas las dimensiones sin
que se produzca alteracién ninguna en las restantes
caracteristicas del disefio. De modo que, con respecto
al propio peso exclusivamente, aumentar las dimensio-
nes de las secciones sin modificar la forma general no
supone alteracién en el estado de tensiones de cada
seccion: el aumento de seccidn es paralelo al incremen-
to en el propio peso, por lo que no hay cambio alguno:
las expresiones obtenidas son independientes de la di-
mension de la seccidn utilizada como referencia en el
analisis. De este modo, tal dimensién de referencia,
desde el punto de vista del propio peso es irrelevante,
si bien parala consideracion de excesos de carga res-
pecto a tal peso es fundamental. A la variacion en el
dimensionado de dicha seccién de referencia la deno-
minamos ‘‘grosor” o “‘espesor’” de la estructura, de
modo que las estructuras pueden ser “espesas” (“grue-
sas”) o “finas” seglin que las dimensiones generales
de sus secciones sean mayores 0 menores.

Si bien para el soporte no existe un limite tedrico de
tamafio (y de hecho el Everest es una prueba fehaciente
de tal aserto), si existe tal limite para las estructuras
de mayor interés: las que resuelven problemas de fle-
xién (o de traslado transversal de cargas).

En éstas el tamafio maximo puede evaluarse en fun-
cion del Alcance del material empleado, de la Esbel-
tez de la forma, y de un pardmetro dependiente de la
propia forma en si, del tipo estructural empleado, del
esquema de estructura seleccionado para resolver el
problema, factor que denomino factor de alcance del
esquema, del tipo estructural empleado. Asi, de las ex-
presiones vistas mas arriba puede obtenerse, para ca-
da una de las comprobaciones citadas, el limite de ta-
mano
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I < K, 7lo olg
| < KTy alo
| < KJT'2? Eloalp

Si seleccionamos la expresion de la comprobacion en
flexion, resulta: .

| < QIT o

con © con los valores siguientes para seccién biapo-
yada, segun disefo (todos con seccidn rectangular
constante):

1,33: Disefio elastico para material is6tropo.
2,04: Seccion de hormigdn con cuantia mecanica 0,3.
2,82: Seccién de hormigén con cuantia mecanica 0,45.

Asimismo, para las Vigas de Canto variable (sin alma)
o de canto constante puede obtenerse la expresion (ver
Anexo para su analisis en detalle):

| < QT dlg

ver la expresion [10] del Anexo para canto variable,
idéntica a la que puede establecerse para canto cons-
tante, donde sélo varian (en escasa medida) las expre-
siones de Q en funcion de I, segun las tablas siguien-
tes, en las que:

I' es la esbeltez,

C es la luz maxima (correspondiente al signo igual en
las inecuaciones anteriores); es el Alcance,

2 es el llamado factor del alcance del esquema estruc-
tural, funcion del esquema, y relativamente estable
conT,

W es es el cociente CIT,

R es el alcance del material ofg.

Tabla A

ALCANCES de VIGA ESTRICTA de
CANTO VARIABLE

1 2 5| 10| 20| 50|Esbeltez
2,58| 1,73(0,779 (0,397 0,200 0,080 | Factor de

alcance del
2,58| 3,46 3,89| 3,97| 4,00| 4,00 [esquema

Alcance para
R = 1.000 m

e NEERE

2,580(1,730( 779| 397 200| 80

Tabla A

ALCANCES de VIGA ESTRICTA de
CANTO CONSTANTE

11 2| 5| 10| 20| 50|Esbeltez
2,00| 1,36| 0,73| 0,42| 0,23|0,095 | Factor de

alcance del
2,00| 2,72| 3,63| 45| 4,50| 4,75 |esquema

Alcance para
R = 1.000 m
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Cabe sefalar incidentalmente que entre las soluciones
de viga evaluadas, la solucidn de viga de canto cons-
tante es mas eficiente que la de sdlo cordones con can-
to variable a partir de una esbeltez igual a 7,4273 (su-
puesto el uso del mismo material en ambas).

I, = 7,4273

siendo los cordones paralelos mas apropiados para es-
belteces mayores que T,

Podemos trazar finalmente como comparacién una gra-
fica del factor @ = I T/R = IT'olo para los casos de vi-
gas estrictas y el de un posible tipo de viga de hormi-
gén con cuantia mecanica 0,30 en seccién rectangu-
lar constante.

Vemos, pues, que pueden obtenerse anélogas conclu-
siones geométricas sobre los tamafios méximos (alcan-
ces) para estructuras disefiadas a peso propio, conclu-
siones validas tanto si se disefia con criterios de sec-
cion constante como si se hace con criterios de sec-
cién estricta.

Informes de la Construccion, Vol. 42 n.° 407, mayo/junio, 1990
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Fig. 2.—Limites de tamafio segun esbeltez.

@A inicios del curso 1989-90 propuse el uso de dicha denominacién para su em-
pleo en el curso de Proyectos de Estructuras de la ETSAM. Parece probada (ex-
perimentalmente) la idoneidad de dicha denominacion.

®Se trata de un muy importante concepto, destacado y bautizado por Ricardo
Aroca en el curso de Doctorado citado con anterioridad.

ESTRUCTURAS CON RESERVA DE RESISTENCIA ADICIONAL

Una estructura de tamafio menor al alcance de la so-
lucidn utilizada, es decir, de tamafio menor al maximo
posible para el disefio empleado (alterado en forma pro-
porcional), esta sometida, bajo el propio peso, a unas
tensiones que estan en proporcion con respecto a las
de la estructura maxima en la misma relacién que el
tamario real de la estructura es al alcance de ésta. Pues
en efecto, al reducir el tamario, las cargas de peso pro-
pio reducen con el cubo de la disminucién de dimen-
siones, mientras que las secciones reducen con el cua-
drado de éstas. De este modo puede evaluarse con ex-
tremada facilidad la reserva de resistencia que puede
utilizarse para soportar carga externa.

Si llamamos C al alcance de la solucién empleada y
¢ al tamano de la estructura, las tensiones por peso
propio valdran c/C de las de la estructura maxima, y si
ésta era estricta para peso propio, valdran o ¢/C. (Si no
era de disefio estricto para peso propio se tendra ese
valor en el punto peor, siendo menores las tensiones
en el resto de la estructura). La reserva de resistencia
es de:

o (1-/C)

Vamos a considerar ahora un enfoque diferente utili-
zando el concepto de “Cantidad de estructura. Una
estructura sometida a carga externa tiene un consu-

© Consejo Superior de Investigaciones Cientificas
Licencia Creative Commons 3.0 Espafia (by-nc)

mo estructural que puede medirse por la “Cantidad de
estructura’’

W=[|Nds=aQc

siendo « un cierto factor de forma, Q la carga total (su-
ma de todas ellas) y ¢ el tamafio de la estructura.

Considérese despacio el papel del factor de forma a:
su valor es el de la cantidad de estructura consumida
en una solucién estructural proporcional a la del pro-
blema propuesto, para tamafio unidad y carga total uni-
dad. Corresponde, pues, a un coeficiente de significa-
do preciso, e interesante: la cantidad de estructura de
la “estructura unidad” correspondiente a la solucion
elegida.

Si la estructura es estricta, de un cierto material, el pe-
so de la estructura vale su volumen por su densidad,
es degcir,

P =gV =oWo=Wople = oQC glo

Para estructuras no estrictas podemos considerar el
exceso de material sobre la estricta incorporado en el
término « (como un factor de sobre-consumo respec-
to de la estricta) de modo que la expresidn siga sien-
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do valida en todo tipo de estructura sometido a carga
externa. Si el peso propio puede considerarse en to-
das partes como parte alicuota (constante) de la carga
externa (es decir, si la ley de carga es proporcional a
la ley de cargas que define el peso propio) resultara que
la carga total vale:

Q =Q, + oQc glo

Q (1 — acelo) = Q,
_ Q,1
" (1 — acolo) [1]

y el factor resultante puede considerarse como un fac-
tor de ampliacién de carga que permite obtener el va-
lor de la carga total a partir del de la carga, sin incluir
el peso propio de la estructura. Dicho factor de amplia-
cién de carga es, pues,

1 [2l

1 — dcolo
El inverso de dicho factor puede verse también como
un factor de reduccién de la tensién admisible de cara
a considerar el peso propio, es decir, es el factor co-
rrespondiente a la reserva de resistencia de la estruc-
tura, de modo que comparando con las expresiones del
apartado anterior resultara:

1 — acgle =1 —¢lC

de donde también puede obtenerse

c/C = ocolo

C = do N

y recordando la expresion [10] del Anexo
Colo = 1la = QT 31

Puede llegarse a idéntica expresion sin méas que pen-
sar que para un tamafo igual al alcance de la estruc-
tura el factor de ampliacion de carga ha de ser infinito:
una carga inicial nula supone una carga total (igual al
peso de la estructura) finita, de modo que el denomi-
nador de [2] debe anularse en ese caso.

De esta ultima expresion pueden extraerse, para este
caso, las conclusiones siguientes:

a) El alcance del material dividido por el alcance de la
estructura no es mas que la cantidad de estructura
de la “estructura unidad”.

b) Dicha cantidad de estructura vale la esbeltez divi-
dida por el factor de alcance de la solucién.

¢) Dicha cantidad define asimismo la relacién entre
carga total sobre la estructura y peso propio, en la
forma de la expresion [1].

®Ver articulo del autor de este trabajo ‘“Tres teoremas fundamentales de la teo-
ria del disefio de estructuras”, Informes de la Construccién, Vol. 40, n.° 399, ene-
ro/febrero 1989, pp. 57-66.

CONCLUSION

El peso propio de las estructuras puede ser conside-
rado de forma consistente mediante el empleo de los
conceptos de Alcance y Cantidad de Estructura, con-
ceptos que para cada Solucién Estructural y Material
se encuentran intimamente ligados.

En estructuras sin peso propio, con cargas asociadas
a superficies, pueden en general formularse las expre-
siones de comprobacién en términos geométricos, o
de proporciones de forma.

En estructuras que se soportan a si mismas, sin carga
adicional alguna, pueden formularse las expresiones
de comprobacién en términos de limite de tamaiio, de-
pendientes de la forma y el material empleado.

Tal limite de tamano, o alcance, puede medirse basica-
mente en funcion del alcance del material empleado
(o longitud méxima de la barra de seccién constante
que se soporta a si misma a esfuerzo axil simple), divi-
dido por la esbeltez de la forma utilizada, y multiplica-
da por un factor de forma que depende del tipo emplea-
do en la solucién (y en menor medida de la esbeltez).
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La parte de tensiones dedicadas a soportar el peso pro-
pio de las estructuras con reserva de resistenciaacar-
gas adicionales a su propio peso es igual al cociente
entre el tamafio de la estructura y-el alcance de la so-
lucién utilizada.

Dicha proporcién, asi como el alcance de las estruc-
turas son independientes del dimensionado de la es-
tructura, de su “espesor”, si tal dimensionado mantie-
ne en todas las secciones las relaciones correspon-
dientes a la estructura en el limite de su tamafio.

Dicha proporcidn, en estructuras de ley de carga pro-
porcional a la ley de peso propio, no es mas que la can-
tidad de estructura correspondiente al caso estudia-
do para carga unidad dividido por el alcance del mate-
rial empleado.

De este modo la propuesta que haciamos al inicio de
llevar a la geometria un peso importante del proceso
de disefio puede cumplirse, habiéndose formalizado
con sencillez el proceso de preevaluacién del peso pro-
pio de las estructuras.
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ANEXO

DISENO DE TIPOS ESTRUCTURALES SOMETIDOS SOLO A PESO PROPIO

Vamos a analizar en detalle varios casos concretos de estructuras disefiadas estrictamente para sopor-
tar su propio peso. Trataremos de tipologias sencillas, como son el soporte, el arco o la viga. Supone-
mos que los valores de resistencia del material, o”, y densidad del material ¢ estan dados, y son cons-
tantes en toda la estructura.

(7) En este texto usamos sistematicamente la nocién de tensién admisible
o, por sencillez de notacion.

Soporte a peso propio

Sea un corte de seccion superior A, inferior A + dA, y altura dh. La Carga sobre la seccion superior es

dA
y sobre la seccidn inferior
o (A + dA)
que es igual a
oA + oAdh
de modo que ‘r dh P é A
dA = ols Adh / \
y por ende 1} lﬁ A+dA
dA/A = oo dh P+/dP
Intregrando la expresion resulta
InA = glo- h
es decir, Fig. 3.—Soporte a peso propio.
A = C gledin

Determinar el valor de la constante de integracion no es dificil: basta tomar un origen de alturas h = 0,
y la constante es el area en tal punto.

Por lo tanto, la expresién de la columna buscada es:

A = A, eldn [1]
El Area se duplica para

2A, = A, eledh 12

h =odglin2

En el texto se analizan las implicaciones de estas expresiones.

Arco sometido a su propio peso

Sea un arco de radio de curvatura en la clave R,. La curvatura minima que puede lograrse viene dada
por la ecuacion de equilibrio:

oA, df = oA, R, db [3]
R, = de
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Si consideramos una rebanada cualquie-

ra tal como en la figura, para § arbitraria, }<’— y /7
y evaluamos el equilibrio de fuerzas, te- Ao
nemos, en componente vertical:

oAdfcosfd + odAsend = pARdf

y en componente horizontal

oAd6 senf = odAcosd

que lleva a las dos ecuaciones siguien-
tes para la rebanada:

dfcosd + dA/A senf = olo Rdf

tgd do = dAJA
Integrando ésta,
In (CA) = —In (cos6) = In (1/cosf)
de donde

Fig. 4.—Arco a peso propio.

A = A cost; [4]
y sustituyendo en la primera
do/tgé + tgé do = RI/R, db/sené
(recordar [3] para el significado de R,) de modo que

R = R, (cosf + send tgf)

es decir,
R = R,jJcosf, (5]
Podemos ahora determinar la expresion de la curva:
dx = R cosf df
de modo que
dx = R, df
y por tanto
x =R, 0 [6]
Ademaés tenemos
dyldx = tgb
es decir
dy = dx tg(x/R) = —R, d (cos(x/R,)) + cos (x/R,)
de modo que integrando
y = R, In (1/cos (x/R,) [7]

Lé ;é‘pertt\:ra tedrica maxima del arco corresponde a 2 veces la maxima x, de modo que
C=2X,x=7R,

en este valor la y se hace infinita, por lo que se trata de un tamafio inalcanzable.

Al igual que con el soporte podemos evaluar el punto en el que el area se duplica sin mas que ver
A, = Ajcos, = 2A; = 2A Jcosb;; cos, = cosb2;
R = 2R,
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y; = R, In (1/cosd)
y, = R, Inflicos) = R, In (1/2cosf)
yi = R, (In (1/cosb) + In (1/2))

y la diferencia de altura entre secciones que se duplican es
h =y —y =R, In (2 8]

De este modo hemos obtenido la forma general del arco sometido a su propio peso, en trazado y(x) y
seccion A.

Viga sometida a su propio peso
Canto variable

Una viga de canto variable (sin alma) sometida a su propio peso no es mas que la conjuncion de un
arco y un tirante. Si suponemos ambos realizados con el mismo material, la solucién obtenida para el
arco vale para la viga sin mas que considerar el tirante como el mismo arco invertido. Las componentes
horizontales se equilibran entre si en los apoyos, resultando como reaccién la suma de las componen-
tes verticales. La solucion que hemos obtenido mas arriba permite obtener la maxima viga segun Ia es-
beltez utilizada, como queda descrito a continuacion.

Denominamos esbeltez I" al cociente entre luz
y canto, que, considerando [6], [7], y segun se
ve en la figura, vale para los valores maximo
dexy,®0

/2 —
Ao

xly ?
I' = dIn (1/cosh) y

Antes de continuar definimos un conjunto &

fundamental de términos (tal como se expre-
san en el texto principal de este articulo):

r

Al valor ofg, que, como se ve es de importan-
cia primordial, le asignamos el nombre: Al-
cance del Material (es una longitud, y respon-
de a la maxima longitud que podria alcanzar Fig. 5.—Viga de canto variable.

una barra recta de seccién constante del

material puesta en vertical, apoyada en uno de sus extremos, y sometida a su propio peso, ignorando
problemas de estabilidad, etc.). (Para su uso en férmulas sucesivas recuérdese la expresion [3]).

Asimismo definimos:

C que sera la maxima luz lograda con la solucidn estructural, y supone la adopcion de un esquema
estructural, de una esbeltez de la solucidn, y de un material. A dicha magnitud (es una longitud) la
denominamos Alcance de la solucién estructural.

w para el valor 20 = 2x/R, = IIR,

Q para el producto entre w y esbeltez, valor al que denominaremos factor de alcance del esquema es-
tructural, que si bien es funcidn de la esbeltez, depende relativamente poco de ésta, como veremos
mas adelante, siendo basicamente un factor de forma dependiente de la tipologia elegida (del esquema)

Q=wr [9
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Resulta, considerando [6]:

0

12R,
2R4 = WR, = QT R, [10]

Es decir, el Alcance de la solucién estructural (la maxima luz alcanzable) es igual al Alcance del material
que se emplea en ella, multiplicado por el factor de alcance del esquema, y dividido por la esbeltez de
la forma utilizada.

En el texto principal de este articulo incluimos una tabla de alcances de soluciones que usan el esque-
ma “Viga estricta de canto variable”, segun su esbeltez, asi como de los correspondientes factores de
alcance.

Canto constante

Si consideramos unaviga de canto constante y seccion variable, el planteamiento puede ser como sigue:

Sean la Ley de Momentos en la viga M, la Ley de cortantes T, la Ley de cargas q.

Considerense positivos los signos de las leyes de la figura. Por equilibrio es sabido que:

q = dT/dx
e igualmente
q = —d?M/dx?
es decir,
q=T
T=—M

Por otro lado, al tratarse de una viga sometida a peso propio puede conocerse q como resultado de las
secciones utilizadas. Si consideramos el origen de coordenadas en el centro del vano, de cortante nulo
y seccion igual a dos areas A /2 cada una, a distancia z, mas alma (o barras a 45°) para el cortante, re-
sultara en toda otra seccion el valor, en cordones:

AA, = MIM,
debiendo afadirse la secciéon de alma precisa por cortante.

Para resistir un momento M es precisa un area total en cordones (0 un volumen de material por unidad
de longitud):

Ay = 2Mzg
siendo z el brazo entre cordones (distancia entre centros de gravedad de las areas), que suponemos
constante. Aunque no es estrictamente igual al canto total de la pieza, es de un valor préximo al mismo.
En lo sucesivo usaremos para el término canto el valor de z.
Es algo menos evidente el rea precisa para resistir un cortante T sin precisar mas sobre el tipo de alma.
Sin embargo, tanto si suponemos alma triangulada con barras a 45°, como si suponemos alma continua
(considerando el criterio de rotura de Tresca, y asumiendo que la seccién completa tiene un area muy
relevante en alas respecto del area en alma, como en secciones en doble T), el dimensionado estricto
del alma requiere un volumen de material que, por unidad de longitud vale:

A; = 2Tlo

de este modo la carga actuante vale
q=0r + au = e (Ar + Ay)
q = 20lc(Miz + T)
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de donde resulta la ecuacion diferencial de segun-

do orden Ac %}
Miz—M + M”62 =0 [11]
@ Am — 7z
Podemos resolverla suponiendo una solucion sin-
gular exponencial de la forma %
M = ke* = kexp (cx)
q

con constantes k y ¢. La anterior ecuacion se trans-

forma en: T

k (1/1z — ¢ + c%/2p) exp(cx) = 0

T
que se verifica para raices de
¢ — 2oloc + 20loz = 0
Tales raices son:
e e 20 )
C=—4% — R - — | =
o ( o) (174 M

= glo (1 + 1 — 20l

Como z/2 < ol el determinante es siempre nega-
tivo, de modo que escribimos

¢ = Ql o (1 SN (2‘7/92 - 1) Fig. 6.—Diagramas viga de canto constante.

y la solucidn general sera de la forma

M =k, e™ + k, e

siendo c1 y c2 raices imaginarias conjugadas por lo que

M = k1 e(a+iﬁ)x + k2 e (a—iB)x
M = e + (k, €™ + k, e~
M = e [(k, + k) cos 8x + i (k; — k,) sen Bx]

y tomando como valores de las constantes valores conjugados en el campo complejo, obtenemos la
traza de la solucién en el campo real, que es la que nos interesa:

M = ex [A cos (xolo v/ (20/zo1) ) + B sen (xplo v/ (20/zo-1) )]

Por sencillez de notacién utilizaremos

R = do, ¥y

0 = 1i(2RIz1) = 11 (2TIw-1)
usando

z = I = wRIT

v = xR

y trabajaremos con la expresién adimensional de la forma, v, que varia entre 0 en el centro de la viga
a w/2 en el apoyo. De este modo, y como

dfidx = dfidv dvidx = 1/R dfidv
M = e' (A cos vi6 + B sen vib)
T = —1/R e' ( (A+BI6) cos vi6 + (B—AIf) sen vif)
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Si consideramos el origen de ejes en el punto de maximo momento positivo (en centro de vano si hay
simetria), donde el cortante es nulo,

T, = 0= — (A+B/§)/R
B=—A0 =K

usamos K como constante a partir de aqui.

M = Ke'(—1/6 cos vi6 + sen vi/f)

T = —K/R e ( (116> + 1) sen vl6)

q = —KI/R?e' ((1 + 1/6%) sen vl + (1/6+1/6% cos vli6)
es decir,

M = Ke'(sen vi6 — 1/6 cos vif)

T =—KIR( + 1/6% e sen vif

q = —KIR? (1 + 1/6%) e'(sen vi§ + 1/ cos v/6)

Veamos el valor de la constante K de integra-
cidén: en el punto origen

Q3| . -

=0, = —KR (1 + 1) 18 = A, g, | Fepetter = 2 g
siendo A, el area total en tal punto, por lo .
que i r
K = —A,oR%I(1 + 1169 0T 0z 03 04 v/w

y considerando que

(1 + 16 = 2RIz

cargas .
cortantes ___

F -
| Esbeltez~= 5

2 e
N W e

\. momentos ___

resulta, en definitiva,

0T 0Z 03 04 /W,
q = A ebe'(senvid + 1/¢ cos vif)

T = A,06R €' sen vi§

M = A,00Rz/2 e' (sen v/6 — 1/6 cos vif) [12]

15

Ahora bien, podemos utilizar, como anterior-
mente, | = WR, siendoT = lizyL = Claluz
maéaxima alcanzada por la soluciéon, de modo
que tendriamos para la expresién del Momen-
to, en funcién del valor del canto:

Fig. 7—Diagramas de q, T, M segun esbeltez
(factores de escala segun texto).

I = wRIT;
A, e0WR?2T €' (sen vi6 — 1/6 cos vi6) [13]

z
M

Si queremos determinar ahora el alcance de la estructura (su luz méaxima), por ejemplo para el caso de
estar simplemente apoyada en sus dos extremos, nos bastara establecer que el momento es nulo en
el apoyo, en la coordenada correspondiente a la luz mitad, es decir,

Myv)=0
para
v = (LI2))R = wRI2ZR = w/2

de modo que la expresion [13] permite resolver w para cada valor de T.

Resolviendo tal expresion para los valores usados en el caso de la viga de seccion variable (arco-tirante)
podemos establecer una segunda tabla, que figura anadlogamente en el texto principal, correspondiente
a los alcances de la viga de canto constante.
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En la figura 7 se incluyen las graficas de g/A,of, TIA,efR y MIA 06Rz/2 para diversas esbelteces. Cabe
sefalar finalmente que la solucion de viga de canto constante es mas eficiente que la de so6lo cordones
con canto variable a partir de una esbeltez en torno al valor de 7. Si se evalta el valor de coincidencia
con los medios del analisis anterior, la esbeltez que separa los campos de validez de las dos tipologias

(supuesto el uso del mismo material en ambas) es

T, = 7,4273

siendo los cordones paralelos mas apropiados para esbelteces mayores que T
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