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Elementos finitos con acciones repartidas equivalentes de
cualquier orden. Aplicacion a los modelos de vigas
de Timoshenko y Bernoulli-Euler

Finite elements with equivalent distributed loads of any order.
Application to the Timoshenko and Bernoulli-Euler beam models

J. L. Romero™), M. A. Ortega®*), E. M. Lopez™***), O. Rio®***)
RESUMEN

En este trabajo se introducen, en el contexto del Método de Elementos Finitos, dos alternativas posibles en relaciéon con
el concepto de accion repartida equivalente. La primera consiste en emplear pocos elementos, elevando el orden de dicha
accion, mientras que la segunda se basa en emplear un mayor niimero de elementos dejando la accion en el orden mas bajo
posible. Se ilustran ambas situaciones mediante aplicaciones a los modelos de vigas de Timoshenko y Bernoulli-Euler, em-
pleando estas acciones con diferentes 6rdenes, las cuales aproximan a la acciéon original, mediante polinomios ortogonales
de Legendre en cada elemento. Como conclusion destacable, se indica que cuando se considera el menor nimero posible
de elementos, es decir uno, para los casos de carga poco regular, ha bastado con utilizar acciones repartidas equivalentes
de orden ligeramente superior al minimo (orden cuatro), para obtener una excelente aproximacion en los desplazamientos,
giros y esfuerzos en el interior de los elementos.

Palabras clave: Elementos finitos; accién repartida equivalente; solucién nodal exacta; splines generalizados; polino-
mios ortogonales de Legendre; modelos de vigas de Timoshenko y Bernoulli-Euler.

ABSTRACT

In the context of the Finite Element Method, two possible alternatives dealing with the concept of equivalent distributed
load are presented in the paper. The first consist in using few finite elements, by slightly increasing the order of the load,
while the second applies the use of a greater number of elements leaving the load in the lowest possible order. Both situ-
ations are sampled with application to the Timoshenko and Bernoulli-Euler beam models, with different orders of load
are used. These equivalent distributed loads are the result of applying Legendre orthogonal polynomial approximations,
to the original load, in each element. The most noteworthy conclusion is that when the least possible number of finite ele-
ments is used (i.e., one) also for considering low level of regularity load cases only equivalent distributed loads of slightly
higher than minimum order (four) were needed to obtain an excellent approximation when computing the deflections,
rotations, bending moments and shear forces inside the elements.

Keywords: Finite elements; equivalent distributed loads; exact nodal solution; generalized splines; Legendre orthog-
onal polynomials; Timoshenko and Bernoulli-Euler beam models.
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1. INTRODUCCION

El tratamiento de modelos unidimensionales por elementos
finitos, permite obtener, cuando se emplean determinadas
funciones de forma, resultados exactos para las variables no-
dales y localizaciones 6ptimas para la aproximacion de los
esfuerzos en el interior de los elementos. En este sentido las
referencias (1) (2) (3) v (4) son clasicas en la literatura sobre
elementos finitos y en particular sobre la aplicacion al modelo
de Bernoulli-Euler (también denominado Euler-Bernoulli o
Navier-Bernoulli).

Las cuestiones de la exactitud nodal y la idea de aproxima-
cion en el interior de los elementos, han sido tratadas en dos
trabajos previos sobre splines generalizados y elementos fi-
nitos, (5) y (6), en los que se introdujo el concepto de accion
repartida equivalente, con el proposito de optimizar los re-
sultados derivados de la aplicacion de los elementos finitos al
modelo de Bernoulli-Euler.

En otras publicaciones posteriores, (7) (8) y (9), también se
han realizado aplicaciones en la misma linea. En la primera al
modelo de Timoshenko y en las otras dos al analisis de pilares
con comportamiento lineal o no lineal del material, emplean-
do el modelo de Bernoulli-Euler.

En este trabajo se desarrolla y concreta el concepto de acciéon
repartida equivalente de cualquier orden, que aproxima la
accion original en cada elemento finito mediante polinomios
ortogonales de Legendre, con aplicacion también a los mode-
los de Timoshenko y Bernoulli-Euler.

En relaciéon con el concepto de exactitud nodal, que es basi-
co para el desarrollo que se sigue y que fue comentado am-
pliamente en los trabajos (5) y (6), cabe destacar respecto
al modelo de Timoshenko, la publicacion (10) en la que se
plantea la construccion de las funciones de interpolaciéon
mediante soluciones de la forma homogénea del sistema
de Timoshenko. También en (11) se trata la cuestion de la
exactitud nodal con aplicaciones a modelos de vigas. Pero
quizéas la referencia que puede considerarse pionera, en este
tema, es la de P. Tong (1). No obstante, como ya se indic6 en
(5), la idea de fondo es bien conocida en problemas lineales
de ingenieria estructural: Las cargas nodales equivalentes
correspondientes a una accion repartida, son las opuestas
de las cargas nodales de equilibrio o de contorno, relativas
a la solucién del problema con condiciones de tipo homo-
géneo en los nodos. Es decir, mediante el proceso de empo-
tramiento en los nodos y aplicando el principio de superpo-
sicion, por la linealidad del problema, se pasa de las cargas
repartidas originales a cargas concentradas tinicamente en
los nodos. Se llega por tanto de forma intuitiva al hecho de
que los movimientos de los nodos de la estructura con las
cargas originales y los de la que tiene tinicamente cargas
concentradas (las correspondientes por el proceso indicado)
en los nodos, son los mismos y por tanto dichos movimien-
tos son exactos.

Desde el punto de vista matematico, tal y como se indico en
(6), laidea que lleva a la exactitud nodal se corresponde, aun-
que con una metodologia distinta, con la del procedimiento
de la funcién de Green, aplicado a un conjunto discreto de
nodos. En este dltimo aspecto, la metodologia desarrollada
en esta linea de trabajo guarda cierta relaciéon con el méto-
do de Trefftz (12) y evoluciones posteriores del mismo en el

campo de los elementos finitos (13), aunque el procedimiento
expuesto en el trabajo se distingue por desarrollarse en dos
etapas: primero se determinan los desplazamientos en los
nodos y después se mejora la solucién en el interior de los
elementos.

Por otro lado, sobre el concepto de accién repartida equi-
valente tal y como se ha desarrollado y en conexién con la
metodologia de elementos finitos, los autores no han encon-
trado en la literatura aportaciones similares. Sin embargo
ideas proximas, en el campo de las ecuaciones diferenciales
si las hay, pues los llamados métodos espectrales constitu-
yen un ejemplo, en alguna medida, de lo indicado. En este
sentido, en (14) se describen diversas técnicas de resolucion
de problemas de valor inicial y de contorno, consistentes en
proyectar ortogonalmente los términos independientes de las
ecuaciones sobre espacios de polinomios.

En trabajos previos se ha formulado dicho concepto, sobre
la idea de que todos los problemas cuyas acciones origina-
les generasen las mismas cargas nodales equivalentes en
los elementos, tendrian la misma solucion en los nodos. Al
mismo tiempo se desarrollaron algoritmos basados en la
interpolacion, para obtener las soluciones en el interior de
los elementos y que éstas se correspondieran con cargas de
estructura sencilla. La accion repartida que alli se definid
consistia en proyectar en cada elemento, la accion original,
sobre el espacio de funciones formado por las soluciones
de la ecuacion diferencial, o sistema, del problema homo-
géneo. Por tanto, la accion repartida considerada era una
funcién formada por una combinacién lineal de soluciones
del problema homogéneo y el orden minimo de la misma, de
acuerdo con la definicién de accion repartida, que se intro-
dujo en dichos trabajos previos, coincidia con el orden del
operador diferencial de la ecuacion. Por tanto, el orden de
las acciones consideradas en las aplicaciones anteriores, por
ejemplo a los problemas de Timoshenko y Bernoulli-Euler,
era cuatro.

La aportacion que aqui se realiza consiste en considerar
otras acciones repartidas equivalentes de cualquier orden,
con el propdsito de llevar la aplicacién de la idea a casos
en los que se decida emplear un nimero muy reducido de
elementos finitos, por ejemplo un solo elemento. Para ello
se mejora la aproximacion de dicha accién repartida, a la
accion original, mediante desarrollos limitados de Fourier
de la carga, en términos de los polinomios ortogonales de
Legendre.

Estas dos cuestiones de considerar més elementos por un
lado, manteniendo el orden de la accién repartida equiva-
lente en el valor més bajo, y por otro, reducir el nimero de
elementos, aumentando el orden de dicha accién en cada
elemento, guarda cierto paralelismo con la versiéon h-p del
método de elementos finitos tratada por I. Babuska y otros,
en (15) y en otros trabajos previos, (16) y (17). Este enfo-
que para el modelo de Timoshenko se ha seguido en (18)
empleando polinomios del mismo grado para aproximar
el desplazamiento y el giro, pero con un enfoque diferente
al utilizado en este trabajo, al no considerar dicho autor la
exactitud nodal, que evita ademas el fen6meno de bloqueo
en la solucion, ni emplear tampoco la proyeccion de la ac-
cion original sobre el espacio de soluciones del problema
homogéneo.
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El interés por el estudio de estos modelos de Timoshenko,
Bernoulli-Euler y otros proximos, como los de alto orden, y
su tratamiento mediante diferentes técnicas numéricas, esen-
cialmente la de elementos finitos, sigue vigente, como se pone
de manifiesto por el gran nimero de trabajos que contintian
apareciendo en la literatura. Algunas publicaciones recientes
permiten observar diferentes tendencias. En (19) se emplean
soluciones fundamentales para la viga de Timoshenko y por
tanto se obtienen soluciones exactas pero de forma laborio-
sa y diferente a la metodologia expuesta en este trabajo. En
(20) los modelos Bernoulli-Euler, Timoshenko y otros de alto
orden como los de Levinson y Reddy, son reformulados me-
diante teorias no locales de elasticidad que permiten también
un célculo por elementos finitos. El andlisis de vibraciones
de brazos de robot, hélices de helicopteros, etc, es un pro-
blema de gran interés que se modeliza dentro de la teoria de
vigas de Timoshenko para los casos de poca esbeltez, y con
tratamiento numérico por elementos finitos esencialmente,
aunque también se estan introduciendo otras técnicas con
algunas ventajas computacionales, como la de cuadratura
diferencial (21). Asimismo contintan las formulaciones del
modelo de Timoshenko y su resolucién empleando variables
ficticias en desplazamiento o giro, transforméndolo en un
modelo andlogo de Bernoulli-Euler y tratamiento posterior
por elementos finitos, como se indica en (22). Por dltimo se
puede sefialar que aunque el modelo de Timoshenko es una
referencia constante, quizés sea en los modelos de alto orden
donde los investigadores estan poniendo mayor énfasis ac-
tualmente (23), (24) y (25).

2. PRELIMINARES

Las ecuaciones diferenciales, vectorial y escalar, respec-
tivamente, para los modelos de Timoshenko y Bernoulli-
Euler, son L(U) = F, L(U) = [-(kAG(w’ — y))’, — (EIy")'-
-k AGw’ - p)I*, con U = [w, w]*, F = [f, 0]" y L(w) = f con
L(w) = (EIw”)”, como se expone en (5) (6) (7) y (10), donde
k, Ay G son, respectivamente, el factor de correccion para el
esfuerzo cortante, el area de la secciéon y el modulo de rigidez
de cortante. Llamando H = EI y K = k AG el sistema de Ti-
moshenko puede también ponerse en la forma

(Hy’)' = f, Kw'=Ky-(Hy’y [1]

La formulacion variacional se obtiene, realizando la ponde-
racion usual en el sistema original, con V = [v ¢@]7 y tras el
correspondiente proceso de integracion por partes en el in-
tervalo genérico [a, ], resulta

a(UV)=1(V)+ S 1L(V)I(U) (2]

i=1

donde las formas, bilineal y lineales, son respectivamente

aU V)= [ {Hyp K -y -p)de,  101)=]" vfdy,
L) =v(0), L()=g(e), L(V)=v(p), L(V)=¢(p) 3]
(W)=[-Kw-y)] JO)=[-Hy']| JO=[Kw-y)] TO)=[Hy]

)
=a

representando, las cuatro dltimas, las acciones nodales de
equilibrio o de contorno, que se corresponden en el extremo
derecho x = 3 con los valores del esfuerzo cortante y momen-
to flector respectivamente, y con los valores opuestos de di-
chos esfuerzos, en el extremo izquierdo x = a.

A partir de la expresion variacional [2] para el intervalo
Q = [a, b], y por ejemplo, para condiciones de contorno
esenciales de tipo homogéneo (pieza biempotrada), puede
formularse el problema: Obtener (w, y) € H! (Q) x H!: (Q)
tal que

| ” {Hw'+1<(w'—w)(v'—(p)}dx:j: ufdx, V(v,g)e HQxH (©Q) [4]

donde H' () es el espacio de Sobolev H' () ={g /g, g’ € L?(Q)}
y H: (Q) el formado por los elementos del espacio anterior
que se anulan en los extremos del dominio. Cuando las condi-
ciones esenciales son no homogéneas el problema se formula
en los correspondientes trasladados de los espacios vectoria-
les de las funciones de ponderacién. Por otra parte, la formu-
lacion variacional [2] se puede poner integrando nuevamente
por partes, como

STV =10+ XITO) - [ v'vae 5]

desapareciendo el altimo sumando si se toma V en el espa-
cio de soluciones del problema homogéneo, y en dicho caso
no dependiendo el primer miembro de los valores de U en
el interior del intervalo. Para dicha situacion donde L(V) =
[o o], los métodos de Galerkin: Bunov-Galerkin y Petrov-
Galerkin generan las mismas ecuaciones discretas tal y como
se indica en (6) y (7).

La ecuacion de equilibrio para el elemento genérico [a, B] si-

guiendo lo expuesto en las referencias citadas es: Keu® = f + ¢°
donde los desplazamientos nodales son

u"’:[ uow uwu }T:[ w(@) yl@) wp) yh) }T (6]
las cargas nodales equivalentes
fe:[ Al A A ]T, ﬁe=_[:leidx,i=l,--,4 [7]
las nodales de equilibrio

q :[ a 4 9 g }’ g =LU)i=1,.4 [8]

Los elementos ée la matriz de rigidez local K¢ = [kg.] son
k;. = a(N, Nj) =1 (Nj) que se pueden obtener mediante deri-
vacion de las funciones de forma. También en la forma usual
mediante integracion:

B
K =a(N,N)=["{HN/N; + K(N, =N, )N/, - N,)}dx  [9]

Las funciones de forma N, = [N, N, 1, i = 1,...,4 verifican
que l,-(Nj) = Sij, 1,] = 1,...,4 al constituir la mismas una base de
Lagrange para la interpolacion.

La aproximacién de los desplazamientos y giros en cada ele-
mento, viene dada por las soluciones del sistema homogéneo
de Timoshenko, expresadas mediante las funciones de forma
en funcion de los movimientos en los extremos por [10]
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w(o)

|: v :|: Nn N12 N13 N14 W(a) [10]
9 N21 sz N23 N24 lU(ﬂ )
v(B)

Las expresionesde N, N, i = 1,...,4 se incluyen en el Apén-
dice A para los casos donde H y K son constantes en cada
elemento. En (7) se dan también para los casos de rigidez
variable. La matriz de rigidez K¢ deducida en (7) por deri-

vacion es

K= 2H 2h*A —3h h27 [11]
3+ 2 6 -3h
R\ sim oh?)

dondem=H/K=EI/(k, AG),h=F—-a,A=1+3m/h?,
y =1-6m / h? expresada con igual notacion que en (10) pero
deducida de forma diferente.

Las ecuaciones de equilibrio local K¢ u¢ = f + g°y global
K, u,=F,+ Q. determinada ésta ltima mediante el corres-
pondiente ensamblado de las ecuaciones locales, son exactas
en el sentido de que son verificadas por cualquier solucion del
sistema L(U) = F tal y como se expone en (7).

Para cualquier problema, con el nimero necesario de coac-
ciones (que impiden que sea un mecanismo), una vez consi-
derados los desplazamientos y acciones conocidas (a partir
de las condiciones esenciales y naturales dadas), resolviendo
el correspondiente sistema (el reducido), se determinan los
desplazamientos y giros desconocidos y después las acciones
nodales de equilibrio globales desconocidas. Entrando luego
en cada ecuacion de equilibrio local se determina para cada
elemento, el vector g¢ = K¢u® — f, es decir, los valores exac-
tos de los esfuerzos. Finalmente, de estos tltimos los valores
exactos de w’y y’ en a* y f~ para cada elemento [a, f]. Tam-
bién de la relacion K(w’ — yp) = —(H y’)’, al ser conocidos
w’y p, quedan determinados asimismo los valores y”(a*) y

w”(B).

Observacion: Para m = 0 y tomando y = w’ puede conside-
rarse en el desarrollo, el caso de Bernoulli-Euler dentro del
de Timoshenko, con las cargas nodales de equilibrio, como se
expone en (5), dadas por

[(w)=(Ew"y|, _,, L(w)=—(Ew")|_,,

- - [12]
l3(w) =—(EIw"Y l4(w) =(EIw”)

x=B’ x=p

3. ACCION REPARTIDA EQUIVALENTE.
PROPIEDADES Y CONCEPTO DE ORDEN

Un estado de carga definido por f en el dominio [a, b] del
problema, viene dado en general como la accién conjunta de
cargas repartidas definidas por funciones continuas a trozos,
y deltas de Dirac y dipolos para acciones puntuales. Estas
cuestiones se describen con amplitud en (5) y (6).

Acciones equivalentes: Considerando la descomposiciéon

n-1

U [xl.,xm] , se dice que dos
=1

del dominio en la forma [a,b]

acciones fy f son equivalentes respecto de dicha descompo-
sicién, si en cada [a, B] de la descomposicion, fy f, generan
las mismas cargas nodales equivalentes. O sea, si se verifica la
igualdad de los siguientes productos escalares

(f)N“-),j) :(f,Nn.)w,l'Zl,..,4 [13]

definidos en el espacio Lfb([a, B ]) de funciones de cuadrado
integrable Lebesgue (14) con funcién peso w(x) = 1, donde

(@), = [ bCouCv)dx [14]

Sifyf sonequivalentes, las cargas nodales equivalentes globa-
les también son las mismas, y ambas generan los mismos des-
plazamientosy giros enlos nodos. También ambas cargas, fy [,
generan los mismos esfuerzos en los extremos de cada elemen-
to. Obsérvese que una vez determinados los valores nodales,

ue=[ wow uw }T=[ w(a) yla) wp) y(P) ]T

que son exactos, se tiene que

- - _
Jo N | [ k-]
w(ea) JﬁfN " i =
e | v || LN ]
wB) || 7N, de [Kw-w)]
® || :
T v | LY

y la expresién analoga para las f equivalentes. Ambas de-
terminan por tanto los mismos esfuerzos en los extremos de
cada elemento y consecuentemente los mismos valores de w’
yy’,en a'y [~ en [a, B], como se ha indicado. Reciproca-
mente, dada la carga f'y determinados los valores de wy p
en ay fyasimismo w’y y’ en a*y - en cada subintervalo,
pueden determinarse las funciones w, yy f interpolando wy
p los valores indicados, y verificando al tiempo, el sistema
de ecuaciones diferenciales [1]. Como consecuencia la acciéon
f hallada es equivalente a la original f.

Observacion: En la ecuacion [15], el vector de cargas nodales
de equilibrio, también se puede expresar en la forma

q =[ (Hy'Y

(-Hy")

a —HYY

s HY)

s }T [16]

x=0

Propiedades de ortogonalidad e interpolacién: De las
[13] teniendo en cuenta que

(Hy')Y' =f, Q)=-(Hy"Y M(x)=Hy’,

_ _ [17]
Hy) =f Qx)=-(Hy’Y, M(x)=Hy’

integrando por partes y considerando la igualdad de cor-
tantes y momentos en los extremos de cada elemento, re-
sulta [18]
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|7 (@)~ Qae)N; () dx =o,

5 [18]
7 (M) - MG)N () dx = 0,i=1,..,4

es decir, la funcion diferencia entre el cortante para la accion
original fy el cortante para la accién equivalente f, es ortogo-
nal al espacio de funciones engendrado por las N/, i = 1,...,4.
Se puede demostrar facilmente que engendran un espacio de
dimension tres.

De manera anéloga, la diferencia, entre el momento flec-
tor para f'y el momento flector para la acciéon equivalente
f, es ortogonal al espacio de funciones engendrado por las
N/, i=1,..,4. Estas engendran un espacio de dimension dos.
Ademas los cortantes en los extremos para ambas acciones
coinciden como se ha indicado, luego se tiene junto con la
ortogonalidad citada, la propiedad de interpolacién en el sen-
tido de Lagrange

Q) =Q(e"), Q(BI=0Q(B) [19]

Para los momentos, se verifican junto con la ortogonalidad,
los siguientes resultados de interpolaciéon en el sentido de
Hermite, pues Q = -M’

M(e)=M(a"), M(B)=MPpB)
M'(e)=M"(e"), M'(B)=M"(B)

[20]

Estas propiedades de ortogonalidad e interpolacion, en cada
elemento, para los momentos flectores y esfuerzos cortantes,
para una accion equivalente a la accion original, son la base
del buen comportamiento del método expuesto, para la apro-
ximacion de los esfuerzos y también para los desplazamien-
tos y giros.

Accién repartida equivalente: De las infinitas acciones
equivalentes a una accién dada f se puede elegir una f con
gran regularidad y muy sencilla de calcular asi como los des-
plazamientos, giros y esfuerzos asociados a ella. Dicha accion
fue denominada en (5), (6) y (7) como accion repartida equi-
valente y es la definida como la proyeccion ortogonal de f en
el espacio de funciones engendrado por las N/, i = 1,...,4 en
cada subintervalo [a, ] por

F=[N NN N[5 511 [21]

Expresion que resulta del sistema de ecuaciones normales
G{)\i} = {f}}, donde G= (g,) (para distinguirla del modulo de
rigidez de cortante G = E / [2(1 + v)]) es la matriz de Gram
relativa a la base constituida por las N, i = 1,...,4, la cual tiene
por elementos los productos escalares, para el peso w(x) = 1

R B .. = ¥
g; = (le’sz)w = J.a N, Nlj dx, i,j=1,.,4con f = Z/IIN” [22]

i=1

Un hecho importante es que se puede calcular la soluciéon
U=[w wu]”ylos esfuerzos derivados de ella Q(x), M (x) re-
lativos a f, como se indica en el Apéndice B, sin necesidad de
calcular previamente f .

Propiedad de soluciéon exacta 1: Cuando la accién original
f, en el elemento [a, B], es del espacio engendrado por las
N, 1=1,..,4, entonces la soluciéon U = [w y]* coincide con

la exacta en el elemento.

Esta propiedad es utilizada para la determinacién de la solu-
cion exacta en (5), (6) y (7) y también en este trabajo (donde
se incluye ademés la propiedad II). Dicha solucion exacta se
ha determinado por esta via para realizar las comparaciones
con las soluciones aproximadas del nuevo procedimiento
propuesto.

A continuacién se introduce el concepto de orden de la accion
repartida equivalente.

Orden de la accién repartida equivalente: Se define
este concepto como la dimension k > 4del espacio W, en el

que se toma la accion repartida equivalente f. Siempre pue-
de elegirse un conjunto arbitrario de funciones linealmente
independientes

B= { gol,(pz,...,(pk} [23]

ampliando el espacio engendrado por las funciones
N, 1=1,...,4 de soluciones del problema homogéneo, de for-
ma que @, i = 1,...,4 generen el mismo espacio que las N . La
base del espacio W, con k = 4 puede construirse, para facili-
tar el proceso algoritmico, de modo que sea una base ortogo-
nal respecto del producto escalar definido en L2([a, B]) para

W) =1
€,0),= | 0,000, ()dx=0sii#j,

— k p—
f:z/llxpi con(f-f,9),=0,j=1,.,k

es decir, que f sea la proyeccion ortogonal de f sobre w,.

Los coeficientes de Fourier de f respecto de la base ortogonal
B son

A =(0f0), /| [24]

o, E,i: 1,..k

La cargaf se puede poner en la formafk (haciendo referencia
explicita al orden) donde

k

4
4 lz:}’li(pi’g = Z/li(pi

i=5

Je=F,+gcon

I

[25]

Luego (g, Nlj)w =0,J = 1,...,4. Véase que la informacion rele-

= _ o4
vante de f, respecto a los esfuerzos, estd en f, = 2’11‘ @, yno
i=1

en g, al generar la primera las mismas cargas nodales equi-

k
valentes que la f original, pues la carga adicional g = Z/L o,
i=5
da, por la construccion realizada, cargas nodales equivalen-
tes nulas y por tanto esfuerzos nulos. Por lo anterior ges una

carga equivalente a la nula.

_ k
Obsérvese que f, = z/li @, parak > 4 no es un elemento del

espacio engendrado por las funciones N, i = 1,...,4, solucio-
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_ 4 4
?es de la homogénea, mientras que f, = z&i(pi = z WN st
0 es. i1 =

En la practica la aproximacion a la solucién se realiza, en la
mayor parte de los casos, empleando la carga f , cuando la ac-
cion f tiene cierta regularidad. Por otra parte, en otros casos
menos frecuentes, donde la accién repartida tiene poca regu-
laridad, si se desea mantener, al tiempo, un namero reducido
de elementos finitos, se emplearia entonces acciones reparti-
das equivalentes de orden crecientej_f4,f5,f6,... pertenecientes
respectivamente a los espacios W, ¢ W_c W, < ... Las solu-
ciones relativas a dichas acciones van mejorando progresiva-
mente en el interior del intervalo, de manera acorde con la
construccion sucesiva de los espacios W,. Se tiene en cuenta
para ello el resultado bésico de ortogonalidad: teorema de Pi-
tagoras para las funciones de L2([a, f]) con w(x) = 1, dado
por

-7 =t - Sl 261

Se deduce de lo anterior que el error minimo cuadratico

||f - fk”; disminuye al hacer crecer k con tal de que las fun-
ciones ¢, que se van afiadiendo, sucesivamente, no sean orto-
gonales a f, es decir, que (f, ), # 0. Como se expone en los
resultados numéricos, en los casos mas singulares donde la
aproximacion conj_f4 no es la deseada, se ha comprobado que
con valores de k poco superiores a 4, por ejemplok =5,k =6
0 poco mas, se consiguen ya excelentes aproximaciones a los
valores de la solucién exacta en el interior de los intervalos.
Ademéssife W ,n<k entoncesfk =fy se tiene:

Propiedad de solucién exacta II: Cuando la accién origi-
nal f, en el elemento [a, f], es de alguno de los espacios W,
4 < n < k entonces la soluciéon U .= [lIlk @k]Tcoincide con la
exacta en dicho elemento. Cuando n = 4 resulta la propiedad
de solucién exacta I.

Se puede resumir, lo anterior indicando que, dada f, la carga
repartida equivalentefk se descompone en la suma de la car-
ga f, que es la repartida equivalente a f'y de orden minimo,
y de la carga g que es una carga repartida equivalente a la
carga nula. Y que g mejora ligeramente los resultados dados
por f , Y solamente en el interior de los elementos, pues la
informacién significativa sobre movimientos y esfuerzos en
los nodos y en el interior la da ya]_‘4.

4. APLICACION DE LOS POLINOMIOS
ORTOGONALES DE LEGENDRE

De acuerdo con lo anteriormente expuesto, cuando H = EI
y K = kAG son constantes, los espacios W,, para cualquier
k > 4, engendrados por las funciones {¢,,®,,...,¢,}, se toman
por simplicidad y por las ventajas que conlleva la eleccion,
como W, = P,_, puesya W, = P al constituir los polinomios
de grado menor o igual que tres, el espacio de soluciones del
problema homogéneo (en relaciéon con los desplazamientos
w). Como a su vez se eligen, por sencillez algoritmica, las fun-
ciones de manera que sean mutuamente ortogonales respecto
al producto escalar ya definido, resulta que con dicha elecciéon
las funciones son precisamente los elementos de la sucesién
de polinomios ortogonales de Legendre {p,(x)}7__ en [a, B].

Esta sucesién, como es conocido, forma un sistema completo
de funciones en el intervalo (26), es decir se verifica

il <o 27

para cualquier funcion f de Lz ([a, 1) con t(x) = 1.

_ k-1
En resumen P, =Dy P, = Dpeess P = Dy _ s f;{ =Zaipi,

o, =(fp), /||p; )

E, i=0,.,k-1,siendof, =f, + g

En el desarrollo se toma, para el elemento genérico [a, S,
la sucesién de polinomios ortogonales p (x), n = 0,1,2,...
que resultan al transformar, los polinomios de Legendre
clasicos P (t) definidos en [-1,1], con el cambio de variable,
t=2[x—(a+p)/ 2]/ (B - a). Dichos polinomios de Legendre
verifican la relacion de recurrencia (14):

P_()=[(n+1)tP(t)-nP_(1)]/(n+1)con P(1)=1,P(t) =t [28]

que permite generarlos con gran facilidad hasta el grado de-
seado. Hay multiples formas para generar estos polinomios
como se expone, por ejemplo, en (26), (27) y (28). El cam-
bio citado mantiene la condicién de estandarizacion de los de
Legendre clésicos, pues p (8) = 1y p,(a) = (-1)". Ademis se
verifica (26)

[ @®ydt=2/@n+),

> [29]
f= [, Gn de=—L—, h=p-a

P 2n+1

_ 3 4
Como f4 = Zal_ D= Z,ui N, pues las bases {p , p,, p,, ps} y

{N_,N,, N, N, 4} generan el mismo espacio de los polinomios
ctibicos W, = P, luego para dicha funcion es indiferente em-
plear una u otra base. Como se ha expuesto en (5), (6) y (7) no
es necesario su calculo para la determinacion de la soluciéon
correspondiente, cuando se emplea el método interpolatorio

expuesto también en el apartado 5 de forma esquematica.

Con la notacion usual de teoria de la aproximacion (14)
fio=M, . feP,_,con(x)=1,donde]],, ,eseloperador
proyeccion ortogonal sobre el espacio de polinomios P, .
k-1
Por otra parte g = op,t.+to_ p. = 2051. p; y puede po-
_ i=4
nerse cada f , n = 5 en la forma

f5 =f4+a4p4,f6 =f5+oc5p5,...,fk =f. +to. D, [30]
para k tan grande como sea necesario.
De lo anterior resulta que dada f con norma finita H f | o €s

claro que ‘ o, D,||, = Oparan — . En la mayoria de las apli-
caciones, es suficiente con emplear acciones repartidas equi-
valentes de orden relativamente bajo, como f , f , f ;...
En el apartado 5 se indica el proceso algoritmico para la de-
terminacion de las funciones w,, p,, M,, Q,, correspondientes
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a la accion repartida f,. Dichas funciones se pueden deter-
minar de manera progresiva a partir de las w,, y,, M,, Q, co-
rrespondientes a la accion repartida f , afiadiendo sucesiva-
mente las soluciones incrementales Aw , Ay , AM = HAy/,
AQ, = —HAy relativas a las cargas incrementales a p, con

n n _ _ n
nz4. Asiparaf, =f, +ap,setiene

W, =W, +AD,, ¥ =y, +A7,
Ms =M4 +AM4, Q5 = Q4+AQ4

Paraf = f_+ ap_de manera andloga

y asi sucesivamente, pudiéndose poner también para

— — p— k71 — —
fk:f4+§:f4+ZAfn,conAfn:anpn
n=4

k-1 k-1
W, =W, + Y, AD,, 7, =, + A7,
n=4 n=4
_ _ k-1 _ _ _ k=1
M =M +YAM ,Q =Q,+> AQ,
n=4 n=4

Propiedades osculadoras y de ortogonalidad
para las soluciones incrementales relativas a los
sumandos de la carga g:

La solucion incremental en [a, ] es la correspondiente al po-
linomio de grado n, Afn =a,p, con n = 4. Dado que la carga
a p, es una funcion ortogonal alas N, i = 1,...,4, es decir al
espacio P, = W, entonces genera cargas nodales equivalentes
nulas. Como la correspondiente solucion incremental Au_Jn,
Ay, verifica que Aw (a) = Ay (a) = 0y Aw, () = Ay (B) = o,
la pieza sometida a dicha carga incremental, al tener movi-
mientos nulos, equivale al caso biempotrado, y de la ecuacion
de equilibrio [15] se deduce que los cortantes y momentos
son también nulos en los extremos. Obsérvese que la solu-
cion incremental tiene movimientos y esfuerzos no nulos en
el interior de los elementos.

Ahora se deducen propiedades en cada elemento mediante la
integracion por partes.

La soluci6on A_Jjn, Al;n del sistema de Timoshenko relativa a
dicha carga Af = a p, verifica:

(HAW) = o, p,, KAW, = KAy, — (HAW'Y [31]

de donde se deduce que Ay, € P, Aw, € P, . La accion
Af, = a p, como se ha indicado para g es también una car-
ga repartida equivalente a la carga nula, pues se cumple la

igualdad siguiente de productos escalares

(e,p,,N,), =(0,N), =0,i=1,.,4 [32]

Pero también, por la propiedad de los polinomios ortogona-
les, de ser ortogonal a cualquier polinomio de grado inferior
(14), resulta

(e,p,,9), =(0,9), =0, VqeP, [33]

Ademas de tenerse las propiedades osculadoras o de interpo-
lacion deducidas de la ecuacion de equilibrio [15], para los gi-
ros, con un contacto de la grafica de Al;n con el eje x de orden
2 en los extremos del intervalo, es decir

Ay (o) = Ay (o) = Ay (o) =0,
Ay (B)=Ay () =Ay(B)=0

[34]

se tiene del proceso de integracion por partes de [32] que los
siguientes productos escalares son nulos

((HAW)",), =0, (HAWY.q), =0,
(HAW,.q"), =0, (AW, .(H")), =0

[35]

Dado que H es constante, las relaciones anteriores condu-

cen a que Ay " es ortogonal, en el dominio [a, 3], al espa-

cio de polinomios P, , del mismo modo T "aP Azﬁg a
P _.y finalmente Al;n es ortogonal a P, _ . Si, por ejemplo
n = 4, entonces la solucién en giros Azﬁn eP =P ylasfun-

"

ciones Ay , Ay/, Ay”, Ayp””, 0 méis ampliamente

A A A X, A, A%, A A A, A A [36]

tienen integral nula en [a, ], es decir, compensan areas en
dicho intervalo y las funciones Ay , Ay’, Ap” y Ay’ se com-
portan, en este sentido, como los polinomios ortogonales de
grados 1, 2, 3y 4, no olvidando, que a su vez, se camplen las

propiedades de interpolacion mencionadas.

De KAw’ = K Ay, — (HAy?)" se deducen de [15], para los des-
plazamientos incrementales ALTJH, propiedades osculadoras
analogas, con un contacto con el eje x de orden 1 en los extre-
mos del intervalo, pues

AW, (o) = AW/ (a) = 0, Aw, (B) = Aw/(B) =0 [37]
-/ T H /4
Porotra partede (Aw,,r), = (AW, — ?Ay/",r)w =0,Vre Pn_4

e integrando por partes queda

(Aw 1), =0,V e P [38]

En resumen AJ)”I es ortogonal en el intervalo a P _ LY ALTJH es
ortogonal a P, __. Si por ejemplo, n = 4, entonces Awy, tiene
integral nula en [a, 8]y sin = 5, las funciones Aw,, Aw/, Aw’x
tienen integral nula en el intervalo y sus graficas por tanto
compensan areas en el citado intervalo.
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Para la viga de Bernoulli-Euler se deducen propiedades
analogas, obsérvese que en este caso p = w’ y la ecuacién
(HAII):)” = ap, se puede expresar en la forma de Timos-
henko (HAp!)” = a,p,.

Estas propiedades de interpolacién u osculadoras y de orto-
gonalidad para los sumandos de g se ilustran graficamente
en el apartado de resultados numéricos. En ellos puede verse
que la contribucion de dichos sumandos a la soluciéon es en
general muy pequena en relaciéon con la correspondiente a
la cargaf4. De ahi que en la mayoria de los casos, como se
viene indicando, con dicha carga se obtenga una buena apro-
ximacion a la solucién exacta, empleando incluso, muy pocos
elementos.

5. DETERMINACION DE LOS MOVIMIENTOS
Y ESFUERZOS PARA UNA ACCION REPARTIDA
EQUIVALENTE DE CUALQUIER ORDEN k = 4

La resolucion del problema de contorno definido por el sis-
tema Timoshenko, con condiciones de contorno esenciales y
naturales dadas en los nodos relativos a la particion del do-
minio [a,b], se realiza dando los pasos que se indican para las
dos vias posibles: interpolacion, para la accion f y proyec-
ci6n ortogonal, para la accion f pconk 4.

Movimientos y esfuerzos para una accion repartida
equivalente de orden 4. Método de interpolacion

1) Se determinara, empleando el método de elementos fini-
tos, el vector de desplazamientos nodales globales. 2) Para
cada uno de los elementos, teniendo en cuenta la ecuacion
de equilibrio local dada por [15] y siendo conocidos del paso
anterior los desplazamientos nodales (desplazamientos ver-
ticales y giros), se calculara el vector de cargas nodales de
equilibrio. 3) De dichas cargas nodales de equilibrio y de los
desplazamientos nodales ya determinados en el paso prime-
ro, se hallaran los valores de las derivadas primeras de los
desplazamientos y giros en los extremos de cada elemento,
y mediante la expresion interpolatoria [B.3] del Apéndice B,
se determinan los movimientos y esfuerzos en el interior de
cada elemento para la accién repartida equivalente f . Ob-
sérvese que dicha carga se calcula, por este método, en caso
necesario, al final del proceso.

A continuacion se describe el procedimiento de proyecciéon
ortogonal para acciones repartidas equivalentes de cualquier
orden, que incluye el caso de la carga f4, siendo por tanto una
via alternativa para el mismo.

Movimientos y esfuerzos para una accion repartida
equivalente de cualquier orden k mayor o igual a 4.
Meétodo de proyeccién ortogonal

1) Se procede como en el caso anterior determinando el vec-
tor de desplazamientos nodales globales.

2)Para cada elemento [a,5] se proyecta la carga f sobre el es-
pacio W, =P, aplicando [24], esdecir o, = (f,p,), /Hpimj R

para i = 0,...,k — 1 quedando asi hallada, fk, accion re-
partida equivalente de orden k > 4. Esto puede hacerse de
manera incremental como se indica después.

3) Se resuelve ahora el sistema de T1moshenko [1] parala car-
ga f . en cada elemento. Sean, w () y ka(x), una soluciéon

arbitraria de Hyp"” :fk, Kw’ = Ky — Hy” dada por las ex-
presiones

g0 =[] f)/H,

0,00 = [wdx—my = [[[ o rH-([ /x>

La solucién que en los extremos del intervalo toma los valores

w(a), w(a), w(B), w(p), es

w(a) ()
_k(x _ ~k(x) + 1 12 13 14 W((Z) _ l/7)((a) [40]
B0 | e || N, N, NN, || wB) || @)

v(B) | | g8

Obsérvese que se esta sumando a la solucion de la homogé-
nea una particular de la completa con valores nulos en los
extremos.

4) Los esfuerzos en el interior del intervalo quedan determi-
nados por M, = Hy,, Q, = HAlp o igualmente por

7 ue) | | B
e | N N NNy ||
o) || | N NN N el ||

v | | oo

Resumiendo, dada f'y fijado el orden k > 4 de la accion re-
partida equivalente, quedan determinadas en cada intervalo
[a,B], por el procedimiento indicado, las siguientes funcio-
nes:

W, (), (x), M, (x),Q,(x), f, (x) [42]
que aproximan, respectivamente, los desplazamientos, giros,
momentos flectores, esfuerzos cortantes y carga repartida, de

la solucién exacta del problema de Timoshenko (también de
Bernoulli-Euler, con m = oy w’ = y).

Procedimiento incremental

En la practica pueden hallarse las funciones w (), lﬁk(x)
M (%), Qk(x) f (x)demaneraprogreswaapartlrdew ), v, ),

M (x), Q (x).f (x), pues f, ., = f, +Af, conAf,=a,p,y
_n+1 = wn + Awn’ l117n+1 = l/771 + Alpn’ Mn+1 M + AMn’
Qn+1 = (jn + A(jn
siendo
_ 1
AY (xX) = E”j ap,, [43]

8w, (x) = [ ag, de-maw; = ([ [f[er,p,) - (i [[,p,)

No es necesaria la correccion de valores en los extremos como
en [40] si para el calculo de las primitivas se emplea [44]
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A7, =| [ G- sa,p,(5)ds |/ 21D

s [44]
A, :J‘:[(x—s) _w}anp"(s)ds

6H K

pues para n = 4, resulta ALT)n(a) = Alﬁn(a) = 0 por construc-
ciény Aw,(B) = Ay (B) = o por la ortogonalidad de p, con los
polinomios de grado inferior a n.

6. RESULTADOS NUMERICOS

Se ha realizado una variedad de ejemplos, en la que se aborda
el célculo en régimen lineal de la deformada y de las leyes de
esfuerzos de una viga de rigidez constante en toda su longitud
y seccion rectangular. Las dimensiones de la pieza son gm
de largo y secciéon de 0.2m de ancho y 1m de canto. Se han
considerado para el coeficiente de Poisson, modulo de elasti-
cidad y factor de correccion de cortante los valores: v = 0.2,
E =3 x10kN / m*y k_= 5/6, respectivamente.

Los diferentes ejemplos parten de cargas repartidas en toda
la longitud de la viga y posteriormente se incluyen cargas
puntuales aplicadas en puntos interiores de la misma. Para

la aplicacion del método de calculo se han empleado 1y 2
elementos finitos, con objeto de ponernos en situaciones muy
desfavorables a la hora de comparar los resultados obtenidos
mediante la accién repartida equivalente con los de la solu-
cion exacta. Los ejemplos se realizan tanto para el modelo
de Timoshenko como para el de Bernoulli-Euler, siendo el
segundo un caso particular del primero cuando m = o con
p=w'

EJEMPILO 1. VIGA EMPOTRADA-APOYADA CON CARGA
REPARTIDA Y PUNTUAL, EMPLEANDO UN ELEMENTO
FINITO.

Se analiza en este caso una viga empotrada en el extremo
izquierdo y apoyada en el derecho, con una distribucion de
carga como se muestra en la Figura 1.

En las Figuras 2 y 3 se puede apreciar que tanto para el
desplazamiento como para el giro, los resultados obtenidos
con las acciones equivalentes de orden 4 y 5 son practica-
mente iguales a las de la solucién exacta. En las Figuras 4
v 5 se puede apreciar que los errores maximos obtenidos
para el momento y cortante son del 2% y del 10 % respec-
tivamente.

N 3,0m 3 3,0 m . 3,0m )
80 kN/m
130 kN/m i
i 250 kN/m
150 kKN/m v
Figura 1. Viga empotrada-apoyada.
a) b)
102 1072
(0} 0}
g -0,2 g-0,2
N/ N/
"g - 0,4 "g - 0,4
o) )
g -0,6 ‘g -0,6
S g
< -0,8 < -0,8
7 &
) - L -
a ! s !
-1,2 -1,2
o 1 2 3 4 5 6 7 8 09 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

X (m)

X (m)

Figura 2. Comparacion de desplazamientos: (a) Timoshenko y (b) Bernoulli-Euler. Un elemento finito.
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a) 1073 b) 1073
5 5
4 4
3 3
7 2 72
— S
=1 =1
e e o
5 © O
29 =il
-2 -2
=3 =3
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
x (m) x (m)

Figura 3. Comparacion de giros: (a) Timoshenko y (b) Bernoulli-Euler. Un elemento finito.

Qo
=
=
<

Momento Flector (kN.m)
Momento Flector (kN.m)

x (m) x (m)

Figura 4. Comparacién de momentos flectores: (a) Timoshenko y (b) Bernoulli-Euler. Un elemento finito.

a) b)
500 500
400 400
300 300
E; 200 200
<% 100 100
© 0 0
% - 100 - 100
g-zoo - 200
O - 300 - 300
- 400 - 400
- 500 - 500
- 600 - 600
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Figura 5. Comparacion de esfuerzos cortantes: (a) Timoshenko y (b) Bernoulli-Euler. Un elemento finito.
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Figura 6. Representacion de la accion equivalente: (a) Timoshenko y (b) Bernoulli-Euler. Un elemento finito.

En la Figura 6 se puede ver el comportamiento de las accio-
nes repartidas equivalentes f, y f,y cOmo estas recogen el
efecto de la carga puntual.

Estos dltimos gréaficos sobre las acciones repartidas equiva-
lentes, tienen solamente un propésito ilustrativo en relacion
con la teoria desarrollada en este trabajo, tal y como se sefiala
en el apartado 4.

EJEMPLO 2. VIGA EMPOTRADA-APOYADA CON CARGAS
REPARTIDAS DE DISTINTO SIGNO, EMPLEANDO UNO Y
DOS ELEMENTOS FINITOS

Se analiza una viga empotrada en el extremo izquierdo y apo-
yada en el otro extremo, sometida a una carga repartida con
cambio de signo, con el propdsito de aumentar el nivel de
irregularidad, tal como se muestra en la Figura 7. Este ejem-
plo se realiza empleando uno y dos elementos.

Los resultados obtenidos para la accion equivalente de orden
4y empleando un solo elemento no se comportan del mismo
modo que en el ejemplo anterior al haber introducido una
carga con menor regularidad, debido al cambio de signo. Sin
embargo, al elevar el orden de la acciéon repartida equivalente
los resultados obtenidos mejoran considerablemente.

3,0 m

3,0m

En las Figuras 8 a 12, se representan los resultados obtenidos
para las acciones repartidas equivalentes sucesivas desde la de
orden 4 hasta la de orden 7, destacandose que las de orden 5
y 6 son iguales debido a que a, = 0. Para los desplazamientos
(Figura 8) el error maximo es del orden de 17% para la accion
repartida de orden 4, para la de orden 5 los errores son inferio-
res al 1,5% y para la de orden 7 es inferior al 1%. En la gréfica se
puede ver ademas que empleando 2 elementos y manteniendo
el orden de la accion repartida en 4 se obtienen mejores resul-
tados, ya que los errores son inferiores al 1%.

Para los giros (Figura 9), el error méximo obtenido para las ac-
ciones equivalentes de orden 4, 5y 7y un solo elemento son del
12%, 2,5% y 1,5% respectivamente. Empleando 2 elementos
y accion repartida equivalente de orden 4, el error es inferior
al 1,5%. En el caso del momento (Figura 10), el error méaxi-
mo para la accién repartida equivalente de orden 4 es del 12 %
bajando al 4% para la de orden 5y al 3% para la de orden 7
empleando un elemento, y del 3% con 2 elementos y orden 4.

Finalmente para el caso del cortante (Figura 11), el error
maximo para la accion de orden 4 es del 29 % y del 17% para
la de orden 5, decreciendo al 14 % para la de orden 7. Cuando
se emplean 2 elementos y orden 4, el error maximo es del
15%. Aunque cabe mencionar que este valor del error se da

250 kN/m ¥¥¥

80 kN/m

3,0m

130 kN/m

Figura 7. Viga empotrada-apoyada.
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Figura 8. Comparacion de desplazamientos: (a) Timoshenko y (b) Bernoulli-Euler.
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Figura 9. Comparacion de giros: (a) Timoshenko y (b) Bernoulli-Euler.
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Figura 10. Comparacion de momentos flectores: (a) Timoshenko y (b) Bernoulli-Euler.
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Figura 12. Representacion de la accién equivalente: (a) Timoshenko y (b) Bernoulli-Euler.

en el entorno del punto donde se tiene cambio de signo en
la carga repartida y que en el resto de los puntos es inferior
al 10 %. Como puede verse el decrecimiento del error es més
lento para el cortante debido a la singularidad que introduce
el cambio de signo de la carga repartida.

En la Figura 12 se aprecia como las acciones repartidas equi-
valentes recogen el cambio de signo de la carga original.

Adicionalmente en las Figuras 13, 14 y 15 se ilustran las pro-
piedades osculadoras y de ortogonalidad para las soluciones
incrementales relativas a los sumandos de g (solo para el
modelo de Timoshenko). Asimismo se pueden comparar los
valores de los desplazamientos y giros (Figura 13), asi como
de los momentos flectores y esfuerzos cortantes (Figura 14)
para la solucion exacta, soluciéon equivalente de orden 4 y las
soluciones incrementales de orden superior, empleando un
solo elemento.

En las graficas se puede ver claramente que los resultados
provenientes de la accién repartida equivalente de orden 4
son los més significativos y la contribucién de los sumandos
de g es en general pequefia. Concretamente, se observa en

este caso como a medida que aumenta el orden de la accidon
repartida equivalente las soluciones incrementales decrecen
notablemente a partir de AJJ4 para el desplazamiento y de
manera similar, para el giro y el momento. Sin embargo, para
el cortante el decrecimiento es més lento y empieza a ser sig-
nificativo a partir de AQ..

Al sumar a la w,, la incremental Aw, resulta la w,, que coin-
cide practicamente con la solucién exacta, tal y como pue-
de observarse en la Figura 8. Se ha incluido la grafica de la
w, = w, + Aw, + ... + Aw, con proposito ilustrativo, y de ma-
nera analogo para el giro y los esfuerzos.

Téngase en cuenta, de acuerdo con lo expuesto en el apartado

— — — k_l —
4, que fk=f4+§=f4+2Afn,con
n=4

_ k=1 k=1
A, =0,p,,n24, T, =W, + Y AD,, 7, =V, + D AV,
n=4 n=4
_ _ k-1 _ _ _ k-1 _
M =M+ AM ,Q =Q,+> AQ,
n=4 n=4
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Figura 13. Propiedades osculadoras y de ortogonalidad (Timoshenko): (a) desplazamiento y (b) giro. Un elemento finito.
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Figura 14. Propiedades osculadoras y de ortogonalidad (Timoshenko): (a) momento flector y (b) cortante. Un elemento finito.
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Figura 15. Representacion de las sucesivas cargas repartidas
equivalentes (Timoshenko). Un elemento finito.

EJEMPILO 3. VIGA BIEMPOTRADA CON CARGA
PUNTUAL, EMPLEANDO UN ELEMENTO FINITO

En este ejemplo se analiza una viga biempotrada con una car-
ga puntual de 150kN en el centro del vano, como se indica

en la Figura 16. Se trata de ver un caso con mayor singula-
ridad al considerar inicamente una accién puntual. En las
Figuras 17, 18, 19 y 20, se pueden comparar los valores de los
desplazamientos, giros, momentos flectores y esfuerzos cor-
tantes de la solucion exacta con los de las acciones repartidas
equivalentes de distintos 6rdenes.

Se puede ver que para el caso de los desplazamientos (Figu-
ra 17) el error maximo es del orden del 14 % para la acci6on
repartida equivalente de orden 4, pasando al 3% para la de
orden 5y al 1,6 % para la de orden 7. En los giros (Figura 18)
el error maximo obtenido para la de orden 4 es del 8%, del
2,5% para la de orden 5 y del 1,7% para la de orden 7. En el
caso del momento (Figura 19) el error maximo para la accion
equivalente de orden 4 es del 19 %, para la de orden 5 del 12%
y para la de orden 7 del 8,5%. Como se puede ver el error
disminuye lentamente por la singularidad de la carga, lo que
se ha puesto de manifiesto empleando acciones repartidas
equivalentes sucesivas hasta la de orden 11.

Finalmente para el caso del cortante (Figura 20) se produce un
fendmeno andlogo al de Gibbs en el punto donde se aplica la car-
ga, ya que origina un salto en la ley de cortantes. En la Figura 21
donde se representa la accién repartida equivalente, se puede
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apreciar como las graficas de las cargas repartidas equivalentes
tratan de ir recogiendo informacioén de la carga puntual, adop-
tando localmente una forma de campana y elevando su ordena-
da en el punto de aplicacion al tiempo que se estrecha su base.

7. CONCLUSIONES

En el trabajo se ha expuesto un procedimiento que optimi-
za los resultados obtenidos por el método de los elementos
finitos, aplicados a los modelos de Timoshenko y Bernou-
1li-Euler, basado en el concepto de accion repartida equi-
valente de cualquier orden k > 4. La accion original se ha
aproximado mediante polinomios ortogonales de Legendre
en cada elemento. Como conclusién destacable, se puede se-
fialar que cuando se ha empleado el menor nimero posible
de elementos, o sea uno, para los casos de carga poco regu-
lar, ha bastado con emplear acciones repartidas equivalen-

tes de orden algo superior al minimo (cuatro), para obtener
una excelente aproximacion en los desplazamientos, giros y
esfuerzos en el interior de los elementos. Por otro lado para
los casos de carga de mayor regularidad, con muy pocos ele-
mentos y accion repartida equivalente de orden minimo, ha
sido suficiente para conseguir una excelente aproximacion
en los resultados.
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APENDICE A

Las funciones de forma para la interpolaciéon en los elementos finitos [a,f] en el modelo de viga de Timoshenko son
N,N,,i=1,.,4conz=x—-a,m=H/Kyh=~-a.Param = 0 se transforman N, i = 1,...,4 que son las funciones de interpo-

1w~ o

lacion de Hermite para los elementos finitos de la viga de Bernoulli-Euler

2 3 2 3 2 3 2 3
N:1_3L+2L, _,_2 +Z_’ :3L_2L, -_£ . Z [A.1]
! h» R 2 h hm 3% Rk R 4 h h?
siendolas N, N,,1=1,....4
N _ —12mz+2z°-3z°h+12mh+h? _ 6z(z-h)
n h (12m +h?) ’ ®  h(12m+h?)
N - z(6mh+z"h—6mz—2zh" + h®) N - 3z°h—-12mz—4zh® +12mh+ h*
h (12m + h*) h(i2m+h*) [A.2]
_z(12m-22z"+3zh) _ 6z(-z+h)
1 h(@z2m+h?) 3 h(i2m+h?)
_ z(-6mh+z*h+6mz - zh*) N - z(3zh+12m—-2h*)
1 h(12m+h?) ’ 24 h(2m+h?)
APENDICE B
De Hy” =f, w’ = w—my” se deduce (7) que la solucién equivalente U = (z = x — a) es
D L z° Z2-6mz z'-12mz® z°-20mz’ z°—30mz* 77 —42mz°
U:{ 7 }: 2 3 4 5 6 7 Bs [B.1]
01 z z? z3 z* z5 z°
T
donde s= [w(a),w'(a*),l//(a),!//'(a*),w(ﬁ),w’(ﬂ’),!//(ﬁ),l//’(ﬁ’)] [B.2]

Los desplazamientos, giros, flectores y cortantes equivalentes y asimismo la accién repartida equivalente, f en cada intervalo
[a,f] recogidos en una tinica expresiéon son

L 78 z'-6mz z'-12mz® z°-20mz® z°-3omz* 7’ —42mz°
w 2 3 4 5 6 7
v 01 z z z3 z* z° z°
M |=| 0 o H 2zH 372°H 4z°H 52*H 6z°H Bs [B.3]
Q 0O 0 O —-2H —-6zH -12z°H -20z°H -30z*H
f 0O 0 O o) 6H 24zH 60z°H 120z°H

siendo la matriz B la que se indica en (7) como A™

1 0 0] 0] 0 o) 0 0
0 o) 1 0] 0 o) 0 o)
0] 0] 0 1 0 o) 0 o
0] -1 x o) 0 o) 0 o)
2m 2m
140 8 8h2 +30m 20 h*+7m 140 2 2h2 +90m 10 h* +14m
B= h* 3mh —3mh® —-h* h* 3mh —3mh® h* [B.4]
420 -5 h® + 45m » 5h®>+42m —-420 -5 5 h* +78m 35 h* +12m
h° mh® mh* h® h®  2mh® amh* —h®
—420 4 h* +54m 3h*+28m 420 3 h*+68m 13h®> +140m
o ome Y omw O R omk S omk S W
140 -7 h* +60om h*+10m -140 -7 h* + 6om h* +10m
W emht | emh® T W wooemh | emh® v w |
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