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Introduccién

El ripido aumento del interés en una de las mas modernas formas constructivas de cubiertas lamina-
res—el paraboloide hiperbélico—se debe fundamentalmente a su econdmica forma de utilizar los mate-
riales de construccion, a la sencillez de su comportamiento estructural y a su belleza intrinseca.

El paraboloide hiperbdlico es uno de los tipos de construccion que utiliza eficazmente el material, con-
fiando su resistencia mds a su forma que a su masa. La doble curvatura hace posible que la carga se trans-
fiera a los soportes enteramente por esfuerzos directos, de forma que todo el material de una seccién trans-
versal de la lamina trabaja uniformemente.

Aunque las dificultades matematicas oscurecen el estudio del paraboloide hiperbdlico durante muchos
afios, se demostrara, en lo que sigue, que los principios estdticos en que se basa no son dificiles de entender
ni de aplicar, y que el proyecto puede ser estudiado tan ficilmente como el proyecto de otros muchos tipos
de estructuras.
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Fig. 1 Fig. 2.—Definicion de la superficie,

La economia en la construccion y la sencillez del arrollarse a partir del elemento basico de parabo-

proyecto del paraboloide hiperbdlico permite al loide hiperbodlico.
arquitecto apartarse de la prictica convencional que
obliga a la estructura a adaptarse a redes de miem- Definicién de la superficie

bros lineales distribuidos en tres planos perpendicu-
lares y le permite, igualmente, utilizar imaginativa-
mente la serie de graciosas formas que puede des-

La superficie doblemente curvada del paraboloi-
de hiperbolico puede definirse de dos formas: o

Fig. 3.—(Las vigas de borde y las tirantes no son visibles.)

b)
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bien como una superficie de traslacién o bien como
un paralelogramo alabeado. En el primer caso, la
superficie se engendra trasladando o moviendo una
parabola vertical que tenga su convexidad dirigida
hacia arriba sobre otra pardbola que tiene su con-
vexidad dirigida hacia abajo y obligando a la para-
bola que se mueve, a permanecer en un plano
perpendicular al plano que contiene a la paridbola
fija y que se conserva paralelo a s{ mismo. Todo
esto aparece graficamente en la figura 1, en la que
la superficie, en forma de silla de montar, estd en-
gendrada moviéndose la paribola ABC sobre la
pardbola BOF.

La superficie del paraboloide hiperbdlico puede

también ser engendrada como se ve en la figura 2, )
moviendo sobre el eje Y una linea recta que se . Y
conserva paralela a XZ, pero que gira al mismo ¥ %
tiempo que se desliza a lo largo de la linea ABC. .
La superficie resultante se representa en la figura 2
por la red de lineas rectas h, e 4,, y cada punto de s ¥
esta superficie puede ser considerado como la inter- X ) S e X
seccién de dos de estas lineas contenidas en la mis- s Bl ysend

ma. Puede imaginarse la superficie considerando el S \
Y

Fig. 4
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plano horizontal A’'C’'E'G' al que se alabea, obligan-

do a descender verticalmente a las esquinas A’ yE',

hasta sus nuevas posiciones A y E. Las lineas rec-

tas h, e i, son, desde luego, mas largas en la super- Fig. 5
ficie alabeada que en la superficie horizontal pro-

yectada, condicion necesaria para que una intersec-

cion tal como A pueda permanecer directamente

sobre A’.

Formas esfructurales

Puede desarrollarse una gran variedad de formas
de cubiertas, o bien utilizando la superficie total
alabeada o combinando partes de ella de diversas
formas. En la figura 3 aparecen dibujadas algunas
de estas posibilidades.

La superficie dibujada en la figura 3a se ha utili-
zado con éxito para dar un aspecto llamativo a es-
tructuras tan diversas como iglesias, bancos y res-
taurantes. Se trata de la superficie alabeada com-
pleta, idéntica a la que aparece en la figura 2.

Las superficies de las figuras 8b, 3¢ y 3d estan
formadas combinando de diversas formas un cua-
drante de la superficie de la figura 2. Por ejemplo,
considérese el cuadrante ABOH, en el cual las lineas
BO y OH son horizontales, coincidiendo con los
ejes OX y OY. En la figura 3b se han unido cuatro
de estos cuadrantes con los bordes horizontales de
de cada uno de ellos al exterior de la cubierta y
todas las esquinas que son puntos bajos sobre la
tinica columna central. A esta forma se le llama o
comunmente «paraguas invertido».

En la figura 3¢ los bordes HO y OB de los cua-
drantes adyacentes son horizontales, mientras que
los puntos bajos A estin sobre una de las dos co-
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lumnas. Una disposicién andloga de las otras tres
partes de la cubierta da como resultado una limatesa
horizontal y dos bordes horizontales exteriores. En
contraste con la figura 3¢, las dos limatesas de la
figura 3d son horizontales, estando inclinado el te-
cho hacia cada una de las cuatro columnas de las
esquinas. Los tipos de cubiertas de las figuras 8b,
3c y 3d son muy apropiados para cubrir las grandes
éreelxs rectangulares, corrientes en las plantas indus-
triales..

Construccién

Una de las principales economias del paraboloide
hiperbélico consiste en que su encofrado es muy
sencillo, a pesar de que la superficie de doble cur-
vatura tiene el aspecto de presentar un complicado
problema al encofrar. Debido a que la superficie
esta definida por dos sistemas de lineas rectas que
se cortan, el encofrado necesita solamente vigas
rectas de madera como generatrices. La superficie
alabeada continua puede obtenerse simplemente al
.cubrir estas vigas con hojas de tablero contracha-
pado flexible.

Las tensiones en la cubierta del paraboloide hi-
perbdlico son bajas y necesitan solamente un espe-
sor minimo de hormigon. De hecho, la cubierta del
«Pabellén de Rayos Cdsmicos», en la Universidad
de Méjico, tiene un espesor de 5/8 de pulgada. Sin
embargo, en general, el espesor de la ldmina est4
limitado por el recubrimiento exigido por la arma-
dura, siendo tres pulgadas una cifra media.

Geometria

El estudio del paraboloide hiperbdlico puede re-
ducirse al cuadrante bisico ABOH de la superficie
sefialada en la figura 2. Refiriéndonos a la figura 4,
cualquier punto de la superficie puede definirse en
funcion de %, y y %, siendo z igual al producto de
las coordenadas x e y por una constante h/ab. Por
ejemplo, en el tridngulo HA'A, por tridngulos seme-
jantes: s

c x zh
_——— 6 C=—
h a a
Igualmente en el tridngulo Ed'd,
AN
N

de donde:
b RN L T S
= lE )
h

Haciendo k = ——:

ab
2= kxy [1]
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Por comodidad en el estudio, los ejes OX y OY,
tal como aparecen en la figura 4 se giran un 4n-
gulo ® = 45°, de forma que el eje OY’ quede en el
mismo plano vertical de OA. Utilizando las férmu-
las analiticas para la transformacion de coordena-
das por rotacién y haciendo ® =45° en la figura 5,
tenemos:

x =1 cos ®—y sen ® =0,707 (x —y’) [2a)

y =1y cos ®+ x’ sen ®=0,707 (x' + ¢) [2b]

Sustituyendo las ecuaciones [2a] y [2b] en la ecua-
cién [1], se tiene:

z2=kxy =05k(x' + v )& —y') =
= 05k[(*')* — (¢¥')°] (3]

que define la superficie del paraboloide hiperbdlico
en funcién del nuevo sistema de coordenadas. La
posicién de las coordenadas después del giro en el
cuadrante ABOH aparece en la figura 6.

Es posible estudiar las propiedades fisicas de la
superficie introduciendo los valores especificos de «’,
y'y z en la ecuacién [3]. Cuando ' es constante:

z—05k(x)? =2z —k, =2 =—05k(y)* [4]

que es la ecuacién de una pardbola que esta con-
tenida en un plano paralelo al Y’Z. El vértice de
la paribola definida al hacer x' = 0, coincide con el
origen de los ejes X', Y’ y Z; pero para cualquier
otro valor de x’ el vértice esta sobre el plano X'Y'.
En cualquier caso los ejes principales de todas estas
parébolas son paralelos al eje Z y se conservan en
el plano X'Z.

De una forma aniloga, si y’ es constante:
z+ 05kl =2+ k, =2 =05k(x)* [5]

La ecuacién [5] es la expresion general de una pa-
rébola cuyo plano es paralelo al Y'Z. Si y'=0 la
ecuacién representa una pardbola cuyo vértice coin-
cide con el origen. Cualquier otro valor de y’ define
una parabola que tiene su vértice bajo el plano X"Y’,
pero con su eje principal paralelo al eje Z y conte-
nido en el plano Y'Z.

Es importante notar en las ecuaciones [4] y [5]
que para cualquier superficie alabeada dada, el va-
lor de 2’ o y' varia sin afectar el término 0,5k que

Fig. 7
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aparece en la ecuacién de la pardbola. Como conse-

cuencia, todas las paribolas en ambas direcciones
tienen la misma forma. Nétese también que una de
las expresiones es positiva, mientras que la otra es
negativa. Esta diferencia de signos indica que las
parabolas paralelas al plano X'Z son céncavas hacia
arriba, mientras que las parabolas del plano Y'Z
son concavas hacia abajo.

Si se le da a z un valor constante en la ecua-
cién [3]:

1=ky[(x)* — ')*] (6]

Esta es la ecuacion de una seccién por un plano
horizontal que corta a la superficie alabeada y cuya
cota depende del valor particular dado a la z. Este
plano, al cortar a la superficie, define una hipérbola,
siendo esta la razon de la denominacién de para-
boloide hiperbélico que se aplica a esta superficie.

Proyecto

En la figura 7 aparece un arco parabdlico tipico
que representa una franja aislada paralela al pla-
no Y'Z. Puesto que la superficie estd formada ente-
ramente por dos series de arcos parabdlicos, una
de ellas normal a la otra, y tales que todos tienen
la misma forma, puede suponerse que la carga total
w se divide igualmente en dos direcciones. Por lo
tanto, un arco dado sostiene una carga de inten-
sidad w/2.

El momento flector interno en un arco biarticu-
lado es igual al momento flector de una viga simple,
menos el momento debido a la reaccién horizon-
tal H. El momento flector en el centro de una viga

: : ; w) (L*
simple debido a la carga uniforme es (—2—) (—8—)

El momento flector de un arco parabdlico que so-
porta solamente una carga uniforme es nulo. De
aqui que el momento producido por la reaccion
horizontal debe ser igual y opuesto al momento
flector de una viga sencilla. Asi, pues, el momento
de la reaccion Hh,, en el centro del vano es:

w L2
H(—h,,)=—- [7a]
y) R
o
w L2
He—— [7b]
4 4h,,

Pero la expresion, para todos los arcos de esta
direccién aparece en la ecuacién [4], y es:

2z’ =—05k(y')?

L
Siendo 2’ =h,, yy'=—:
2
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b, =—05k (J':Z)
4

i 1
0 biel] . —_——

ah,, 0,5k

Sustituyendo este valor en la ecuacion [7b] se ob-
tiene:

I i

2h

La ecuacion [8] da el esfuerzo de traccién o de
compresion producido en la ldmina por una carga
uniforme. La ldmina debe estar armada solamente
para este esfuerzo. Realmente, puesto que la incli-
nacién de la superficie aumenta al aproximarse a
los soportes, la carga no es estrictamente uniforme,
pero la diferencia respecto a la distribucién unifor-
me es insignificante.

Comprobacién del estudio realizado

En los parrafos anteriores se ha supuesto que los
arcos estan adecuadamente apoyados en sus arran-
ques. A continuacion se demostrard la validez de
esta hipotesis.
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La figura 8a indica la posicién tedrica de los arcos
parabolicos tipicos y sefiala su accién sobre los
elementos de borde de las cubiertas. Cada arco
ejerce a la vez una accidn vertical y otra horizontal
sobre sus arranques. Se ve en la figura 8b que en el
punto en el que se cortan dos arcos perpendiculares
las componentes normales H, de H son iguales en
magnitud, pero opuestas en direccion. Debido a
esto, ambas componentes se anulan entre si y no
existe fuerza normal que ecttie sobre los bordes.

Las otras componentes de la fuerza horizontal H
llamadas S, en la figura 8b actian en la misma
direccidn para las dos series de arcos y, por lo tanto,
son aditivas. Al aplicarse a un elemento de super-
ficie de longitud ds, cada una de las fuerzas vale
S,ds o bien H sen @ ds. Para determinar la inten-
sidad de los esfuerzos tangenciales S por unidad
de longitud a lo largo de la linea de borde, se
establece el equilibrio de fuerzas paralelas al borde
actuando sobre el pequefio elemento triangular:

2H sen ®ds = Sdx

de donde:
ds
S—=2H sen ® —— — 2H sen ® cos &
dx
w
Haciendo ® —45°y H —— :
2k
gz 0.5k oot wab (9]
2k | 2k 2k

El efecto de las componentes verticales V a lo
largo de los bordes horizontales OB y OH es dife-
rente del efecto sobre los bordes inclinados AB
y AH. En cualquier caso, debido a que la linea de
empujes en un arco parabolico que soporta una
carga uniforme coincide con la linea de centros de
gravedad, la componente vertical combinada en un
punto cualquiera debida a los empujes de los dos
arcos es:

dz dz
V=3H tang¢=H—-+H— [10]
dy’ dx’

férmula en la que el d4ngulo 0 estd contenido en un
plano vertical y se mide desde la linea de empujes
hasta su proyeccién horizontal como aparece en la
figura 8c. De la ecuacion [3] se obtiene la pen-
diente de los arcos que es:

dz
— = (—05k)2y’) =—ky/ [11a]
dyl

dz
—— = (05k)2x") =+ kx’ [11b]
Iz :
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En un punto cualquiera del borde horizontal OH,
x’ =y’ como se ve en la figura 6. Asi, pues, de las
ecuaciones [11] se deduce que las inclinaciones de-
ben ser iguales, pero de signos opuestos. Las com-
ponentes verticales, asi, pues, se anulan porque son
iguales en magnitud y de direccién opuesta. Tam-
bién se anulan las componentes verticales a lo largo
del borde OB.

Si los bordes estan inclinados, las coordenadas x’
e y’' no son iguales en cualquier punto. Siendo el
borde OB en la figura 6 igual en longitud a a y OH

Fig. 9

igual a b, la ecuacién de la linea AB es, de acuerdo
con la expresion general y =mx - b:

y=x—a\?2 [12]

Sustituyendo este valor en la ecuacién [11] se tie-
nen las pendientes de los arcos en el borde AB,
que son:

dz _ 5
G =—k(¥—a )/ Z) [13a]
y
dz
= kv [13b]
dx’

Al sustituir la ecuacion [10], la componente vertical
pura del empuje del arco en el borde es:

V=H[—k(x—aVZ )|+ H(ke') = HkaV 2

[14]
h
Haciendo k = _b la ecuacién [14] puede escribirse:
a
v=H",y7 - H/2 [15]

ab b

La fuerza V se aplica sobre un elemento de su-
perficie que tiene la longitud ds, como aparece en
la figura 8c. Para determinar la intensidad V' por
unidad de longitud de linea de borde:

Vidx = Vds = —Pi{i }’/—?—
V’:V—gs=Vcos fb:—-‘f:
dx V2
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Fig. 10
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Fig. 11
Asi, pues, de la ecuacién [15]:
o 1 Hh
vy HhV2 [ 1) HR e
b V2

De forma similar puede demostrarse que la fuerza
vertical ejercida por la ldmina a lo largo del borde
HA es:
Hh
Vie— [16b]
a

Si no existe ninguna otra fuerza a lo largo de los
bordes inclinados, la ldmina exigiria soportes verti-
cales. Sin embargo, como previamente se ha demos-
trado, los arcos ejercen simultdneamente una fuerza
horizontal en el plano del borde. Las dos fuerzas
horizontal y vertical se combinan como se ve en la
figura 9 para producir una fuerza resultante para-
lela al borde.

En suma, el resultado de la inter-accién de los
dos sistemas de elementos de arcos es que ejercen
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solamente fuerzas tangenciales paralelas a los bor-
des. Asi, pues, la hipétesis de que los extremos de
los arcos se hallan adecuadamente sustentados esta
justificada, puesto que el soporte adecuado esti
producido por la presencia de miembros paralelos
a los propios bordes como se ve en la figura 10.

Comprobacién estdtica

El empuje horizontal dado por la ecuacién [8]
puede ser comprobado al compararlo con el em-
puje determinado estiticamente considerando la
lamina total como un cuerpo aislado. En el alzado
de la figura 11 se supone que la estructura, a la
izquierda de la seccion PP, es una ménsula que
soporta la carga uniforme w. El momento en la

a
seccién PP es igual 2wba — . Dividiendo este mo-

2
mento por la altura h se obtiene el empuje:
2wha (1) what (17]
2 h h

La fuerza expresada en la ecuacién [17] puede
ser considerada como la fuerza que se presenta en
las alas superior e inferior de una viga en doble T,
cuyas alas estan aqui representadas por las vigas
de borde. En la viga de borde mis baja o inclinada
este empuje es la componente horizontal del es-
fuerzo axil en la viga. La componente vertical es:
wha (—h—)zwba [18]

a

h

Esto indica que de la carga vertical total sobre
la cubierta, 2wba, aplicada a la izquerda de la sec-
cion PP, una fraccién wba se transmite a lo largo
de la viga HA, y que el resto, o 2wba — wba = wba,
debe transmitirse a lo largo de la viga ABy AB' tal
como se ve en la planta de la figura 11. Los esfuer-

/7
"H/"" "
o [T ST
LT T T A

AR

Lf\S FLECHAS INDICAN LAS DIRECCIONES

DE LAS PARABOLAS
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zos tangenciales que actiian sobre la limina adya-
cente a estas vigas aparecen en la seccién PP, y las
componentes verticales de estas tangenciales deben
afiadirse a la carga wba. Llamando S, a la intensi-
dad del esfuerzo tangencial por unidad de longitud
en la direccion inclinada y suponiéndolo uniforme-
mente distribuido a lo largo del borde, el esfuerzo
tangencial total en la direccion inclinada se obtiene
multiplicando S, por la longitud inclinada total, o
sea. |

s, (2 V- +_b?)
La componente vertical total se expresa entonces:
S h
de donde:
wba w
S, =——=—— [19]
2h 2k

que coincide con la ecuacién [9].

Debe notarse que S, en la seccion PP, figura 11,
no es un esfuerzo tangencial vertical, sino la com-
ponente vertical del empuje de la ldmina. La pre-
sencia de un esfuerzo tangencial radial exigiria una
flexién de la ldmina, solicitacién que no existe bajo
una carga uniforme.
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Paraboloides hiperbélicos esviados

El estudio anterior se refiere a los paraboloides
hiperbélicos cuya planta es rectangular. Sin embar-
go, el mismo procedimiento puede aplicarse al caso
mas general de cubiertas esviadas en plantas como
la que se ve en la figura 12. En este caso la super-
ficie esta definida por la ecuacién:

h
Ze—e———p 20
% [20]

en la cual # y v representan coordenadas oblicuas.
En este sistema la situacién de un punto esta defi-
nida por una distancia ¢ medida paralelamente al
e{'e U y por una distancia v medida paralelamente
al eje V. De aqui que la superficie contiene tam-
bién dos sistemas de lineas rectas paralelas a los
ejes coordenados U y V.

Al igual que en la superficie rectangular, es ne-
cesario, en primer lugar, determinar las direcciones
del arco parabélico que transmitird la carga. El pro-
cedimiento para determinar estas direcciones apa-
rece desarrollado en el apéndice. Brevemente, con-
siste en girar los ejes U y V (fig. 12) oblicuos entre
si y formando el dngulo w en un 4dngulo & hasta
la nueva posicién U’ y V'. El dngulo de rotacién @
que define la posicion de las pardbolas se da por
la expresion:

sen ® = >0 ¢ [21]

Fig. 14
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Notese que las parabolas, igualmente que los ejes,
se cortan formando un 4ngulo  en lugar de ser
perpendiculares entre si como en la cubierta rec-

tangular.

Como se ve en el desarrollo realizado en el apén-
dice, el empuje del arco en la ldmina inclinada es:

wab ) V2 sen w [22a]

HV’:( 4h | sen (v —®)

wab\ V 2sen o
HU' =\ _— — ——
4h | sen (o + @)
en las que las ecuaciones [22] corresponden a la
ecuacion [8] y dan los empujes inducidos en las

direcciones V' y U’. Los esfuerzos tangenciales en
el contorno son iguales a:

[22b]

wab

Si= sen o [23]

2h

Igualmente, los cilculos realizados en el apéndice
demuestran que las componentes horizontales de
los empujes de dos arcos cualquiera se combinan
de forma que no se ejerza ninguna fuerza normal
al borde. Solamente existen esfuerzos tangenciales
paralelos al contorno, y éstos pueden ser resistidos
realmente por un elemento de borde.

Paraboloides hiperbélicos inclinados

En los célculos anteriores se supone que cada
paraboloide hiperbélico tiene dos vigas de borde

© Consejo Superior de Investigaciones Cientificas
Licencia Creative Commons 3.0 Espafia (by-nc)

horizontales. Sin embargo, ésta no es una condicion
necesaria. El método es igualmente adecuado para
un paraboloide hiperbélico inclinado como el que
aparece en la figura 13. Por ejemplo, cada cuadran-
te de la estructura que aparece en la citada figura
se compone de un paraboloide hiperbdlico con un
borde horizontal y tres inclinados. La magnitud de
las fuerzas interiores que actian en los arcos puede
ser determinada suponiendo que las ldminas se
extiendan en el cuadrante BCDO, de forma que los
dos bordes BC' y C'D’ son horizontales y sustitu-
yendo las dimensiones del cuadrante BC'D'O en la
ecuacion [9]. Puesto que en los calculos anteriores
se demuestra que las componentes del empuje del
arco perpendicular a secciones paralelas al eje se
anulan entre si, los esfuerzos obtenidos para el cua-
drante BC'D’O son vélidos igualmente para el cua-
drante BCDO, incluso aunque el borde CD sea li-
bre. Si se realiza la precedente operacién en tér-
minos generales, la ecuacion resultante se reduce a:

wab
2h

La ecuacion [24] es la misma que la ecuacion [9].
Debe hacerse notar que la dimension a es la longi-
tud proyectada en lugar de la verdadera longitud
de la viga de borde. La misma expresién puede
obtenerse considerando el cuadrante DEFO. Los
bordes horizontales en este caso son E'F y E'D" o
bien EE' y E'D”, y las dimensiones serdn las de
D"E'FO o bien las de D"E'ED, que pueden utili-
zarse para sustituirlas en la ecuacién [9]. Como an-
teriormente, la fuerza total en cualquiera de las vi-
gas de borde es igual a la suma de las fuerzas

H=+ [24]

Fig. 18
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tangenciales que actiian a lo largo de toda su longi-
tud. Por ejemplo:
wab
= [25]

a’, ete.

2h

El ejemplo siguiente ilustra el proyecto de una
cubierta tipica en paraboloide hiperbdlico.

Ejemplo

Considérese una unidad de cubierta de la forma
que aparece en la figura 8b con sus bordes exterio-
res horizontales. Se elige una unidad de 40 X 40
pies en planta como médulo tipico de la superficie
en planta didfana necesaria generalmente para edi-
ficios industriales. Debido a que las tensiones de
compresion en el hormigén son muy bajas, el es-
pesor de la ldmina est4 limitado solamente por el
recubrimiento adecuado para la armadura, y en
este caso se elige un espesor de tres pulgadas. La
flecha vertical h de la lamina, desde el soporte has-
ta la viga de borde exterior, es de 55 pies. Se
afiade una sobrecarga viva de 30 psf mas 5 psf para
tener en cuenta el peso de la viga de borde, a las
87,5 psf del peso propio de la ldmina para obtener
en total una carga uniforme w de 72,5 psf.

El empuje horizontal creado en los arcos para-
bélicos por esta carga es, segiin la ecuacion [8]:

72,5 X 20 X 20
—o =
oh 2% 55

= + 2.640 libras/pie

wab
H=+

La armadura necesaria para resistir el empuje ne-
gativo de traccidn es:

2.640
A, — —— — 0,132 pulgadas cuadradas/pie
20.000

La tension de compresion en el hormigén es:

2,640
= =74 psi

8 X 12

Aunque no se senala ninguna armadura en la
direccion de los arcos parabdlicos en compresion,
deber4 utilizarse una cantidad nominal para tener
en cuenta las tensiones de retraccién. En la fig. 14
se ve la armadura colocada en diagonal, pero si se
tiene en cuenta la direccién de las tensiones puede
colocarse paralela a los ejes.

La fuerza total en cualquiera de las vigas de bor-
de es igual a la suma de los esfuerzos tangenciales
que actian a lo largo de su longitud. En los elemen-
tos de borde horizontales de este ejemplo, la ten-
sion en la esquina de la cubierta es nula y crece
hasta un valor miximo en él centro. Asi, pues, el
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esfuerzo maximo es igual a la suma de los esfuerzos
tangenciales que actiian solamente sobre la mitad

de la longitud de la viga de borde.
La tension en las vigas de borde horizontales es:
H, =2.640 X 20 = 52.800 libras
de donde:

52.800
A, — ——— — 264 pulgadas cuadradas
20.000

El acero debe distribuirse de forma tal que su
centro de gravedad coincida con la linea de apli-
cacion de las fuerzas tangenciales, o bien, en caso
de que no se disponga asi, ha de tenerse en cuenta
la excentricidad. En relacién con esto, debe tenerse
en cuenta al proyectar los elementos de borde el
efecto de los momentos secundarios inducidos a
las zonas préximas a las esquinas.

La compresion en los elementos de borde incli-
nados es:

20,75 20,75

—2 X 52.800 X — 109.560 libras

20 20

2Ha

Nétese que el esfuerzo tangencial a cada uno de
los dos lados de un elemento inclinado contribuye
a su esfuerzo axil total.

Hay una cuestion a estudiar, y es la tensién ad-
misible y método de célculo a seguir al determinar
la superficie del elemento de compresion que ha
de considerarse en la parte baja de la lamina, en

Fig. 18
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el «valle». Puesto que se trata de un miembro so-
licitado exclusivamente por un empuje axil con pe-
quefia excentricidad, estd indicado el uso de las
férmulas para columnas. Pero como al mismo tiem-
po trabaja como el ala de una viga en doble T, en
la que la ldmina hace de alma, también est4 justi-
ficado el uso de las férmulas de tensién admisible
de compresién, en flexién. Para unas dimensiones
medias, el 4rea de la seccion obtenida a partir de las
férmulas para columnas es pequefia y no se rechaza
un proyecto por haber admitido esta interpretacién
conservadora. Mas atn, es muy de desear el reducir
al minimo las deformaciones en los miembros de
borde para hacer minimos también los momentos
flectores creados por la accién mutua de ldmina y
viga. Aunque el estudio de la l4mina realizado no
incluye el efecto de la no existencia de deformacio-
nes paralelas a la viga de borde, las deformaciones
que se presentan en dicha viga se reflejan en la
lamina, puesto que ambas estdn integralmente uni-
das. Este efecto se reduce siempre que las vigas
sean ligeramente mayores que lo estrictamente ne-
cesario.

Utilizando las férmulas standard para columnas
con cercos con una cuantia en acero de p, = 0,01,
el 4rea total necesaria para la viga inclinada es:

P
Ag: =

080,225, +f,p,)

109.560
=- = 157 pulgadas cuadradas
540 -+ 16.000 X 0,01

Con una flecha de 5,5 pies en 20 pies, el canto d
que aparece en la seccion AA de la figura 14 es:

1/ 157X 55

d= 5 =7 pulgadas

En este punto se utilizard un canto de 9 pulgadas
para disponer de una resistencia suficiente para el
caso de asimetria de cargas.

Bovedas por arista

El procedimiento que se ha descrito esquematica-
mente—estudio de la l4mina reduciéndolo al estu-
dio del comportamiento de los arcos aislados—pue-
de también utilizarse para otro tipo de laminas. Una
de éstas es la boveda por arista formada por la
superficie del paraboloide hiperbdlico tal como apa-
rece en la figura 15. Aunque por motivos de mayor
claridad solamente aparece una planta rectangular,
las bévedas que se cortan pueden adaptarse de mu-
chas formas a plantas triangulares o poligonales. La
principal diferencia entre las ldminas estudiadas
anteriormente y las bovedas por arista estd en que
en el primer caso los bordes libres estaban coloca-
dos a lo largo de las generatrices rectas, pero en
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este caso los bordes se presentan, tal como aparece
en la figura 15, paralelos a los arcos. Para un ele-
mento particularizado, segiin hemos obtenido antes,
la ecuacién de la superficie es:

h,
uv [26]
ab’

z=kuv =

Esta expresion puede transformarse en la forma:
. X 2 y 2
z=— h,(';) +4, (—b) [27]

que puede ser mds comoda para preparar una ta-
bulacién y estudiar la disposicién general.

En el caso de la béveda por arista, presenta cier-
tas ventajas el considerar los arcos paralelos y per-
pendiculares a los bordes libres. Se ve claramente
que los arcos normales al borde libre, al no estar
apoyados en este borde, pueden ofrecer una pobre
resistencia ante las cargas. De aqui que las cargas
son soportadas principalmente por los arcos parale-
los a los bordes libres. En el caso de una carga uni-
forme, estos arcos estdn completamente libres de
flexién y, por lo tanto, la carga se transmite direc-
tamente a la interseccién de las bévedas en forma
de empuje axil puro. La componente horizontal de
este empuje es simplemente igual a wa?*/2h, o
wb?/2h,,, dependiendo de la béveda que se esté
considerando. Sin embargo, para este tipo de para-
boloides hiperbdlicos, €l peso muerto de la estruc-
tura no puede tomarse como uniforme, puesto que
el peso por unidad de superficie en planta es con-
siderablemente mayor en el soporte que en la clave.

Para este tipo de cargas, si se considera la la-
mina como una serie de arcos independientes para-
lelos a los bordes libres, cada arco esta sujeto a una
flexion combinada con empuje axil. Aunque estos
momentos flectores calculados en los arcos serian
relativamente pequeifios, no existen, sin embargo, en
la 14mina. De aqui que sea necesaria una modifica-
cién en el cdlculo general de arcos.

Puesto que los arcos han de estar completamente
libres de flexidn, la linea de empujes debe seguir el
eje del arco. La carga muerta no puede, por si
misma, satisfacer esta exigencia. Sin embargo, cada
arco tiene tendencia a flectar, creando una dife-
rencia de esfuerzo cortante entre ¢l y el arco ad-

-yacente. Esta diferencia de cortantes entre los dife-

rentes elementos, puede ser considerada como una
carga exterior sobre el mismo arco. La magnitud y
distribucién de este esfuerzo cortante debe ser tal
que la linea de empujes producida por la combina-
cién de esfuerzo cortante y carga muerta coincida
con la linea eje del arco. Puesto que el borde de
la ldmina estd completamente libre de esfuerzo
cortante, deberia empezarse, a partir de este plano
y por un método de iteracidn determinar el esfuerzo
cortante necesario en las dislintas secciones para
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mantener los arcos libres de flexion. Pero este pro-
cedimiento serfa largo y complicado. Para simplifi-
car la tarea, la tabla 1 da unos coeficientes que
afectan a los esfuerzos y que permite un célculo
rapido de los esfuerzos internos a lo largo de una
ldmina. Para obtener una solucién generalizada he-
mos encontrado mds ventajoso el resolver las ecua-
ciones diferenciales que se refieren al comporta-
miento de la l14mina, que el realizar un estudio com-
. ’ . . ’
plicado de los arcos. Auin se simplifica mas el tra-
bajo suponiendo que el peso muerto varia como
sigue:

2b

En la tabla 1, T,, T, y S representan las fuerzas
interiores que actiian en el plano tangente de la
superficie, en libras por pie, en diferentes puntos de
la ldmina determinados por y/b en la primera co-

lumna y por (1—=x/a) . V h /h, en la primera fila.

w=w, [k,-!—k2 cosli] [28]

Tal como aparecen en la table 1 las férmulas y
coeficientes son aplicables solamente a liminas en
las que h, #=0. Si esta dimensién h, es nula, la
béveda por arista no esta ya formada por parabo-
loides hiperbdlicos. L.os elementos componentes son
cilindros parabdlicos. Las férmulas, para la condi-
cién limite h, =0, se transforman en:

= w_ k [’n" (1——1) cos ﬂ] [29a]
a 2b

=
y

k bz w kz Y
A ——+1 29b
oh, k [k, 2 ] [29b]
— kab w,|x (1 —*) sen ,’E’L] - [29¢]
4h, a 2b

La significacién de los distintos simbolos es la mis-
ma que en la tabla.

El estudio anterior se ha basado en la hipdtesis
de que la ldmina estd rigidamente soportada a lo
largo de la interseccién de las bdvedas. Puesto que
éste no es el caso, la arista debe proyectarse de
forma que transmita la reaccién de la ldmina al so-
porte. Dependiendo del tipo de soporte, esta arista
puede ser considerada o bien como un arco empo-
trado o bien doblemente articulado. Para pequefios
vanos, debido a la pequeiia rigidez de la clave, es
posible considerar la arista como un arco triar-
ticulado.

Para determinar los momentos y las tensiones
producidos en el arco, es necesario hacer una hipé-
tesis respecto a qué zona de la ldmina actdia como
tal arco. Con una hipétesis muy conservadora,
puede suponerse que el semiancho del arco es igual
a ocho veces el espesor de la ldmina. Para obtener
una cifra més cerca de la realidad, puede suponerse
que la anchura efectiva de colaboracion es igual a

1,52 \/_r—t_, férmula en la cual r es el radio medio
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en la interseccion. Incluso si se supone una an-
chura eficaz constante, el momento de inercia cam-
biard debido a que la seccién de clave del centro
del arco depende del 4ngulo bajo el cual se cortan
las dos laminas adyacentes, puesto que el dngulo V
es mas agudo en las zonas préximas a la esquina.

El estudio del arco se reduce a obtener la reac-
cion horizontal desconocida mediante la considera-
cion de los momentos producidos por las cargas ex-
teriores y las propiedades el4sticas del arco. Pueden
utilizarse dos métodos para determinar la carga a
la que esta sujeto el arco. El primero y mas normal
es el considerar las fuerzas internas actuando en la
ldmina a lo largo de la interseccién. Estas fuerzas
se descomponen en sus componentes horizontal y
vertical en el plano del arco y se utilizan como
cargas exteriores. Este método tiene la desventaja
de que la determinacién del dngulo en las inter-
secciones y las componentes de las fuerzas paralelas
al arco es complicada.

El segundo método que aparece en la figura 16,
consiste en considerar una seccién completa de la
ldmina como un cuerpo aislado. En este cuerpo ais-
lado puede obtenerse rdpidamente el momento pa-
ralelo a la direccién del eje del arco producido por
las cargas exteriores. Por ejemplo, el momento en C
es igual a la suma algebraica de los momentos de la
carga w y de la reaccién V, igual que en un arco
ordinario, y de los momentos de las fuerzas internas
T, y S. Las fuerzas internas se calculan a partir
de la tabla 1. Para estos esfuerzos debe utilizarse
la componente del momento que actia paralela-
mente al eje del arco. Es necesario obtener la in-
clinacién de las fuerzas T, y S antes de seguir ade-
lante con la suma de momentos. El 4ngulo ¢ que T,
forma con la horizontal, se obtiene a partir de la
relacién:

2h,y

bz

y el dngulo ® entre la fuerza S y la horizontal a
partir de la relacién:

tang y = [80a)

2h x

tang & = [30b]

02
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Ejemplo

El siguiente ejemplo ilustra el proyecto de una
béveda por arista tipica, utilizando la tabla 1.

Considérese la unidad dibujada en la figura 17.
La cubierta tiene 100 X 100 pies en planta con una
altura mdxima de h, —387,5 pies. La flecha del
arco central es h, — 6,0 pies, y el espesor de la 14-
mina es de 4 pulgadas. El peso muerto de la ldmina,
elementos de cobertura, etc., es de w, =60 psf,
con una carga viva mixima de 30 psf.

Antes de proceder al cdlculo de los esfuerzos in-
ternos hay que determinar el valor de las constantes
k, y k,, a partir de las expresiones que aparecen en
la tabla 1:

k,=VI1+F @h,/b)P=\1+ @ X 375/50)* =18

y

ky=1—Fk,=1—18=-—080
k, —08
= = 0444
k, 1,8

Obtendremos los esfuerzos interiores para interva-

los de %— e =, de 02, asi que los coeficientes k

b ?
deben también determinarse para estos mismos pun-
tos a partir de las relaciones de la misma tabla 1.

Por ejemplo en el punto % =0,6, % =04:

[T [@h /G0

1+ [(h,/b) /b~

1/ 1+ [ X 6/50)(0,6)]2
"] 1+[@X 37,5/50)(0,4)]2

Los valores del coeficiente k para el resto de los
puntos de la ldmina aparecen en la primera parte
de la tabla 2.

Ya tenemos todas las constantes necesarias para
calcular los esfuerzos interiores. Vamos a seguir
el proceso para calcular los esfuerzos internos en el

= 0,866

mismo punto anterior % =06, —yb— —=04.

De la tabla 1, para % =04,y

(1 — %) Vh,/h, = (1—08)V6/37,5 =016
los coeficientes paralas T, T, y S son 0,0254, 0,7836

y 0,1462, respectivamente. Utilizando las ecuacio-
nes que aparecen en la tabla 1,

T,= ka® w,k (coeficiente) =
— =08 X5 X 60 X 0,866 X 0,0254 —

2X6
= — 220 libras/pie.
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T,= ——’;15—:—( u;: )[1 + ];:1 (coeficiente) ]

_ 18 x50 5 60 [‘1——0,444><0,7836]=

2 X 37,5 0,866 |
= — 2,709 libras/pie.

_ kab
2 VA,
—0,8 X 50 X 50

T2 T2 X 60 X 0,1462 —
21V 6X375

— — 585 libras/pie.

Las fuerzas interiores debidas al peso muerto para
toda la lamina aparecen en la tabla 2. Debe hacerse
notar que los valores que deberian aparecer bajo
la linea quebrada de trazos horizontales no apare-
cen, puesto que corresponden a puntos que quedan
por debajo de la béveda. El célculo de las constan-
tes en puntos fuera de los limites de la lamina, sélo
es preciso realizarlo cuando sea necesario el obte-
ner valores en la propia béveda por interpolacién.

w, (coeficiente) —

Como ya se ha dicho, las sobrecargas uniformes,
tales como la carga viva, se transmiten a los arran-
ques por puro empuje axil; asi, pues, sélo se pro-
duciran tensiones T, para este tipo de carga. La
componente horizontal T,Z de este empuje con
una carga viva de 30 psf. en todos los puntos de
la 1dmina es:

wa? 30 X 50?
TF = = = 1.000 libras/pie.
: 2h, 2X375
El empuje axil se obtiene de:
T,x
¥ cos ¢

donde el dngulo y se obtiene a partir de la ecua-
cién [80a]:

2h,y

tang ¢y =

bz
Para todos los puntos a lo largo de la linea %— =04,
2 X 87,5

tang y — ————— X 04 =06
50

asi, pues,
cos y = 0,857.

1.000
Por lo tanto: T, = — ———— =— 1.116 libras/pie,
0,875

y el esfuerzo final debido al peso muerto mis la
sobrecarga viva es:

T, =—(2.709 + 1.166) — — 3.875 libras/pie
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Los esfuerzos internos T, y S son funcion exclusi-
vamente de la carga muerta y no aumentan por el
efecto de la sobrecarga viva.

El examen de la tabla 2 muestra que los esfuer-
zos son de compresién sobre toda la ldmina. Mas
atn, su magnitud es muy pequefia. El maximo es-

x
fuerzo de compresién T, se presenta en — =10,
y a
— = 1,0. El esfuerzo creado por la sobrecarga viva

en este punto es — 1.803 libras/pie, y el producido
por el peso muerto se obtiene a partir de la tabla 2
y resulta ser — 6.316 libras/pie. Asi, pues, la ten-
sion mdxima de compresion es:

1.803 + 6.316
f=——————=-—169 psi
4 X 12

Las tensiones de compresion, debido a la T, son
considerablemente menores. LLa mdxima tension
transversal aparece en la tabla 2 y resulta ser:

866
0 =—————18 psi
4 X 12

Estudiando la tabla 2 es evidente que las tensiones
resultantes son pequeiias; asi, pues, no serd nece-
sario contar con ellas. Aunque la tensién obtenida
mas arriba no exija armadura alguna, es convenien-
te el proveer, al menos, la cuantia minima de acero
especificado por el Cddigo ACI para resistir las
cargas asimétricas y las tensiones debidas a los
cambios de volumen.

El dltimo paso es el estudio y proyecto del arco
de arista por cualquiera de los procedimientos ya
descritos. Las fuerzas que se calculan en la tabla 2
pueden realmente utilizarse para determinar las
cargas a las que este arco estard sujeto.

Cargas usliméfricus

En la discusion anterior se supuso que todos los
cuadrantes estaban igual y uniformemente carga-
dos. Sin embargo, en ciertos casos, tales como en
el del «paraguas invertido», que aparece en la figu-
ra 3b, puede ser necesario investigar el efecto de
la carga asimétrica o de una carga lateral.

Para comprender ficilmente el comportamiento
de una lamina sometida a carga asimétrica es pre-
ferible el considerar la accion de la ldmina y la de
la viga de borde por separado. Mds aiin, en un
primer estudio, debe considerarse a la viga de bor-
de sustentada de forma parecida al enclavijamiento
ficticio que se supone en el método de la distribu-
cién de momentos.

De las relaciones fisicas que acaban de mencio-
narse se deduce que una sobrecarga uniforme sobre
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Tabla 2 - Coeficiente k y fuerzas interiores para
pesos muertos en el ejemplo de béveda por arista

z
a
y 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
b
[V - /)] \[he/Ry
040 | 032 | o024 | o018 | o008 0
0 1.000 | 1.001 | 1005 | 1o10 | 1.018 | 1028
02 0959 | 0962 | o098 | 0975 | 0985
0.4 0.861 0.866 0.873 0.882
0.6 0751 | 0757 | 0764
0.8 0652 | 0.658
1.0 0.570
0 —1910 | —1238 | — 706 | — 317 | — 80 0
0.2 —1128 | — 643 | — 289 | — 723 1]
w| 0.4 —489| —220| — 56| o
0.6 — 39| — 35| o
0.8 Shs|i o
1.0 0
o | —2305 | —2195| —2101 | —2030 | —1977 | —1945
0.2 —2383 | —2272'| =21986 | —=2143 | —2110
a2l 0.4 —2783 | —2709 | —2652 | —2514
&1 o0s —3581 | —3523 | —3481
0.8 —4769 | —4720
1.0 —6316
0 0 0 0 0 0 0
0.2 — 596 | — 455 | — 307 | — 155 | o
(5] 0.4 — 866 | — 585 | — 295 Q
0.6 — 805 | —406| o
0.8 — 477 Q
1.0 0

Nota: El coeficiente k es adimensional. Los esfuerzos Tx, Ty y S
estin en libras por pie.

uno solo de los cuadrantes que forman el conjunto
creard fuerzas internas en la ldmina que lo cons-
tituye de acuerdo con las férmulas obtenidas con
anterioridad. Por ejemplo, una carga uniforme so-
bre los dos cuadrantes que indica la figura 18, se
resiste por medio de arcos parabdlicos que exigen

Fig. 18
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Fig. 19

en sus arranques sélo esfuerzos tangenciales para su
estabilidad. Estos esfuerzos tangenciales se calculan
a partir de la ecuacién [8]. Asi, aunque solamente
una parte de la estructura total estd cargada, la
ldmina propiamente dicha est4 en equilibrio con un
estado de tensiones fcilmente determinable. A par-
tir de este estado pueden obtenerse los esfuerzos
de compresion o de traccion en las vigas de borde.
Suponiendo al soporte capaz de resistir esfuerzos
horizontales, todas las vigas de borde estdn en equi-
librio, excepto las vigas AHG y CDE. Para estas
vigas los esfuerzos tangenciales actiian solamente
en una direccion. Para conservar el equilibrio se
necesita una carga concentrada T en D y H. Si se
supone que existe una coaccién en D y H, puede
considerarse a la fuerza T como exterior.

Esto es contrario a las condiciones de contorno
reales. De aqui que sea preciso aplicar una fuerza
concentrada igual y opuesta a la T en D y H. En
tal caso, se considera que toda la cubierta actiia
como una unidad (véase fig. 19). La determinacién
de la distribucién exacta de tensiones creada por
esta fuerza horizontal exige largos y complicados
desarrollos aritméticos. Afortunadamente, como su-
cede en el caso de las placas planas para pisos, tal
refinamiento en el cdlculo no es necesario. El efecto
de esta carga concentrada puede ser acotado entre
limites muy estrechos.

Puesto que la fuerza concentrada actiia paralela-
mente a la viga de borde, es razonable la hipatesis
de que la resistencia a dicha fuerza estara produ-
cida por unos esfuerzos tangenciales, no uniformes,
que actiian en la unién de la limina con la viga de
borde, con una intensidad mixima en el centro. De
aqui que la ldmina propiamente dicha esté some-
tida a un esfuerzo tangencial paralelo a los bordes
exteriores. Si no existiese el alabeo de la superficie
de la ldmina, los esfuerzos tangenciales penetrarian
hacia el borde interior, cambiando su distribucién
muy ligeramente. Sin embargo, y debido a este
alabeo, la direccidon en que actdan estos esfuerzos
tangenciales en una seccion cualquiera de la ldmina
o de los bordes interiores es diferente de la direc-
cién en que actian en los bordes exteriores. Para
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que exista el equilibrio de fuerzas en una parte de
la 14mina, considerada como cuerpo aislado, es pre-
ciso que existan esfuerzos transversales tanto tan-
genciales como normales a la superficie.

Estos esfuerzos transversales normales, a los que
generalmente se llama transversales radiales, estan
naturalmente concentrados en la zona préxima a la
limahoya, en la que las diferencias de altura son
més notables.

El manual de la A. S. C. E. niim. 31, «Proyecto
de ldminas cilindricas para cubiertas», indica que
la flexion producida por los esfuerzos transversales
tangenciales en una ldmina es muy pequefia. Ba-
sindose en esta afirmacién, la mayor parte de la
lamina estd relativamente libre de flexiones, con-
centrandose los momentos flectores exclusivamente
en la zona préxima a la columna soporte en la que
se crean los esfuerzos transversales radiales. Sin
embargo, en este drea, y puesto que las vigas de
borde rigidizan a la ldmina, es probable que se
produzcan solamente muy ligeras flexiones. En con-
secuencia, para unos vanos de tipo medio, los mo-
mentos flectores producidos en la ldmina no son
criticos usualmente.

Pero la presencia de los esfuerzos transversales
radiales en la zona préxima al soporte producen
una flexién de las dos vigas interiores paralelas a
la fuerza T y torsién de las dos vigas interiores per-
pendiculares a la misma T. Considerando tnica-
mente la fuerza concentrada T, puesto que es una
solicitacion antimétrica, los momentos resistidos por
cada una de las dos vigas de borde deben ser igua-
les en valor absoluto y de signos opuestos; tal como
aparece en la figura 20. En esta figura, la carga con-
centrada es T, puesto que se considera el efecto so-
bre los dos bordes, el que estd mas cerca y el mas
alejado. Se considera una fuerza T/2 actuando res-
pectivamente en AH y CD.

Si no fuera por la presencia del momento de tor-
sion resistente Mt correspondiente a los miembros
HO y OD, los momentos Mb que actiian en la
unién de dichos miembros y el soporte podrian ser
exactamente calculados y serian igual a Th. Puesto
que es dificil establecer hasta qué grado colaborard
en la resistencia total la rigidez torsional, una apro-
ximacién conservadora seria el proyectar esta zona
proxima al soporte y a la union con éste de las
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vigas de borde BO y OF para resistir un momento
Th. Partiendo de las caracteristicas geométricas de
la figura 20 y de las relaciones entre deformaciones,
se hace nulo el valor del momento a lo largo del
«valle» en B y F. Una hipétesis conservadora es
la de que el momento varia linealmente de O a B
yde O aF.

Como canto de la viga puede tomarse el brazo
minimo del momento resistente en la unién de la
viga de borde con el soporte. En ésta y en otras
secciones habra una parte de la ldmina que cola-
bore con la propia viga de borde, formando una
seccion en V. Desde un punto de vista practico, la
anchura eficaz de la pieza puede considerarse defi-
nida por lineas que forman 45° a partir de los bor-
des del soporte.

Ensayos

Para determinar la capacidad resistente de las
laminas en paraboloide hiperbdlico respecto a va-
rios tipos de carga, se llevdo a cabo una serie de
ensayos por la «Structural Development Section»,
de la «Research and Development Division of the
Portland Cement Associationy.

La lamina ensayada era del tipo que aparece en
la figura 36. Cubria una superficie de 24 X 24 pies,
con un espesor de pulgada y media y una flecha de
2 pies 10 pulgadas. La armadura de la lamina con-
sistia en una malla cuadrada de barras del niim. 3

Fig. 21

a 12 pulgadas. Todas las vigas de borde sobresa-
lian por la parte superior de la lamina. Las vigas
perimetrales eran de 4 X 6 pulgadas y estaban ar-
madas con barras del nim. 4. Las dimensiones de
las vigas de borde interiores variaban de 15 X 5
pulgadas sobre el soporte a 9 X 1,5 pulgadas (es-
pesor de la ldmina) en el perimetro. Estaban ar-
madas con tres barras del num. 4. La estructura se
apoyaba sobre una columna zunchada, cuadrada,
de 15 X 15 pulgadas. armada con 12 barras del nt-
mero 8 y una zapata. también cuadrada, de 4 pies
6 pulgadas de lado, anclada en sus cuatro vértices.
Se simulé la carga uniforme sobre la lamina apli-
cando cargas concentradas simultineas sobre los
vértices de una red cuadrada de 3 X 3 pies.

El programa de ensayos incluia tres diferentes
estados de carga sobre la misma estructura. Asi,
pues, solamente pudo llegarse a rotura con el ulti-
mo ensayo.

En el primer ensayo se aplicé la carga uniforme
y se fue aumentando hasta un maximo de 50 psf.
La suma del peso muerto y la sobrecarga maxima
aplicada producia sobre los arcos un empuje ma-
ximo de 98 psi y una traccion en la armadura de
la viga de borde perimetral de 26.300 psi. Bajo este
estado de cargas no se observé ninguna anomalia.

La carga en el segundo ensayo consistia en cua-
tro fuerzas concentradas aplicadas simétricamente.
La superficie de contacto entre la fuerza y la ldmina
estaba formada por una sola placa de 2 X 3 pul-
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gadas, o sea, 6 pulgadas cuadradas. Aparecieron
algunas pequenias grietas circunferenciales y radia-
les alrededor de los puntos de aplicacién de las
cargas, cuando éstas alcanzaron las 5.000 libras,
punto en que se dio por terminado el segundo en-
sayo. Una carga concentrada de 5.000 libras pro-
duce un momento local de flexién de 1,3 kip por
pie/pie lineal, en el punto en que se aplique la car-
ga y una tensién tangencial por punzonamiento de
500 psi.

Respecto al problema de las cargas concentradas,
una fuerza puntual P sobre una placa plana cuya re-
lacién espesor/luz es mayor de 0,033 producird un
momento positivo bajo esa carga cuyo valor ma-
ximo es de 0,42P, independientemente del tipo de
-sustentacion. Para una ctpula esférica con una re-
lacién espesor/radio de 0,04 6 mayor, el momento
creado por una carga concentrada en direccion del
radio, con pequeiia superficie de accion, resulta ser
0,26P. Para objeto de proyectos parece justificado,
pues, un valor medio de 0,34P. En los puntos en
que el momento es critico, se tiene, ademads, la ven-
taja de poder contar con el empuje que se produce
en las ldminas curvas.

El tercer estado de carga consistié en una carga
uniforme aplicada sobre dos cuadrantes adyacentes.

Nota—Se toma como base para el calculo de estos es-
fuerzos los estudios de Eric Reissner, presentados en el
Apéndice I de “Cupulas laminares cargadas excéntrica-
mente’, de Voss, Peabody, Staley y Dietz, “Transactions
of the A. 8. C. E.”, vol. 113, 1948, pags. 312-314.
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Esta carga asimétrica fue aumentdndose gradual-
mente hasta alcanzar las 75 psf. No se observaron
grietas en la mayor parte de la ldmina, incluso cuan-
do la carga se aproximaba a la de rotura. La fisu-
racion se presenté en las vigas de borde interiores
y en la ldmina en la proximidad del soporte. Las
grietas, en la parte no cargada de la estructura, apa-
recieron en la cara inferior de la viga de borde
interior, casi junto a la columna. En la zona car-
gada, las primeras grietas se observaron en la parte
alta de la viga interior. En las otras dos vigas inte-
riores aparecieron grietas de torsién. Las 75 psf.
aplicadas sobre la mitad de la estructura producian
un momento flector total de 130 kip/pie, considera-
blemente mayor que la capacidad resistente de las
dos vigas interiores de 15 X 5 pulgadas. Asi, pues,
es evidente que la participacion de la ldmina de 1,5
pulgadas de espesor, actuando como viga en V, y
en menor grado la torsion de las otras dos vigas,
fueron instrumentos que ayudaron a resistir la carga
asimétrica. De aquf que la afirmacién de que el mo-
mento no equilibrado se resiste por las dos vigas de
borde sea muy conservadora.

Tensiones secundarias

Una cuestion que aparece en el estudio de estas
laminas es hasta qué grado de rebajamiento es va-
lido el estudio de la lamina en estado membrana.

En gran parte depende esto de la magnitud de
los momentos secundarios producidos por la defor-
macion axil. El estudio anterior se basa exclusiva-
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mente en el equilibrio de fuerzas, sin que se haya
prestado atencion a la compatibilidad entre defor-
maciones y tensiones. Para los rebajamientos nor-
males h/a =1/5 6 h/b =1/5, carece de importan-
cia el efecto de las deformaciones por esfuerzo axil
y puede ignordrsele con seguridad suficiente. Sin
embargo, cuando la relacién h/a disminuye, el efec-
to de la deformacién axil empieza a ejercer una
influencia dominante sobre el comportamiento de
la ldmina. Las diferencias de comportamiento del
obtenido por el simple andlisis del estado de mem-
brana, en una ldmina muy rebajada, son anilogas
a las que se presentan en un arco parabdlico biar-
ticulado, sometido a carga uniforme, cuando la re-
lacién flecha a luz disminuye. Para arcos parabdli-
cos muy rebajados puede demostrarse que, si se
incluye en el célculo el efecto de acortamiento de
fibras (deformaciones axiles), la componente hori-
zontal de la reaccion para un vano determinado
disminuye al mismo tiempo que la citada relacién
flecha a luz. Cuando se anula la flecha, se anula
también esa componente horizontal, y asi el mo-
mento secundario debido a las deformaciones axi-
les se aproxima al momento flector de una viga
simple, como valor limite.

El comportamiento estructural de un paraboloide
hiperbdlico se debe al hecho de que su superficie
curva resiste las cargas por medio de dos series de
arcos parabolicos perpendiculares entre si, como

se indico en la figura 8a. Asi, pues, puede obtenerse
una cierta aproximacién, en cuanto al efecto de la
curvatura, observando una franja paralela a los
arcos como si fuera un elemento aislado.

Si se desprecian los esfuerzos transversales y nor-
males en las dos caras opuestas, y se supone que los
arranques de los arcos no pueden moverse, pueden
calcularse los momentos flectores secundarios debi-
dos a la poca curvatura, de la misma forma que
para un arco clasico.

En la figura 22 aparecen los resultados de este

ht
estudio para diversas relaciones—b .
a

El momento secundario a diferentes distancias de
las esquinas, determinadas por el parimetro adi-
mensional x/f, se expresa en funcién del momento
flector de viga sencilla que acttia en una franja de
longitud L. La figura 22 indica que, puesto que la
relacién flecha a luz se aproxima a cero en las es-
quinas, las cargas se resisten totalmente en esta
zona con un estado de flexién de viga, lo cual es
contrario a lo que puede esperarse de la teoria de
membrana. Para zonas mds ale{]:];das de la esquina,
disminuye este momento secundario. La ley que si-
gue esta disminucién es una funcion de h—; . A ma-

a

- F ht ’ ’, -
yor valor de esta relacion —E-’— , mas rapidamente
a

300
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disminuye en magnitud el momento secundario. El
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a e
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de tipo «paraguas invertido» es aproximadamente BARRAS Moo 10" 1 1) '{3..’:,";_ gl

0,004. Suponiendo que el espesor es de 3 pulgadas, BARRAS N°6 CONTINUAS ==
el momento secundario es despreciable a una dis-
tancia de, aproximadamente. 5 pies de la esquina. B
seccion A-A

La figura 22 muesira, ademds, otra importante
caracteristica observada en algunas de las ldminas
que han sido construidas. En las esquinas las cargas
son soportadas fundamentalmente por la accién de

BARRAS H26 CONTINUAS 2-0"

seccién B-B

Figs. 24 a, b, c.—La cubierta de la Iglesia Episcopal de
San Edmundo, Elm Grove, Wis., presenta una limina
en paraboloide hiperbélico de 3 pulgadas de espesor,
apoyada en dos pequefios estribos de hormigén., La
inclinacién de la forma en silla de montar aumenta el
efecto de grandiosidad en el santuario. Arquitecto:
Wm. P. Wenzler de Milwaukee, Wis, Contratista ge-
neral: Gebhard-Berghammer, Inec., de Milwaukee.
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@8
EN CADA DIRECCION

seccién C-C 25 ¢

Figs. 25 a, b, ¢.—El supermercado de Ralph
en Wichita, Kan., tiene nueve liminas ad-

t en paraboloide hiperbadlico, cu-
briendo el almacén, las salas de trabajo v
los paseos exteriores. Para una sobrecarga
viva de 30 psf. cada limina tiene un espesor
medio de 3,7 pulgadas y la armadura alcan-
za las 2,4 libras por pie cuadrado. En el
puntn mds bajo de cada limina estd colo-
cado un dren con la tuberia de drenaje,
pasando a través del nicleo de la columna.
Arquitectos: Vanlandingham y Haney. In-
genieros de estructuras: G. Hartwell y Co.,
de Wichita. Constructor general: H. F.
Sell Construction Co. de Wichita.

viga, De aqui que se transmita a la viga de borde
principalmente por esfuerzos transversales radiales.
Asi, pues, las vigas de borde en esas zonas proximas
a los vértices estdn cargadas verticalmente y traba-
jan como ménsulas en una pequena parte de su
longitud. En consecuencia, la viga de borde en la
citada zona no debe calcularse solamente yara las
tensiones obtenidas a partir de la teoria de mem-
brana, sino que han de dimensionarse, aumentando
el canto para impedir la presencia de fuertes de-
flexiones y deben estar armadas para resistir mo-
mentos negativos. Esto es especialmente conve-
niente cuando la viga de borde estd por la parte
superior de la ldmina.

Puesto que el valor de L aumenta linealmente
con el valor de la distancia a la esquina, es mas
conveniente poner el efecto de las deformaciones
axiles en funcién de las tensiones secundarias de
flexion que aparecen. Estos valores se pueden ver
en la figura 23, que hace mds patente la importan-
cia de la curvatura en la magnitud de las tensiones
secundarias. Para un paraboloide hiperbdlico del
tipo de «paraguas invertido», sometido a una carga

de 72 psf. y con una relacion ——h; = 0,004, las
a

tensiones secundarias maximas se presentan en
x/t =20 y valen:
145 X 72
fo=————="1T2 psi.
144

Ejemplos

El estudio expuesto acerca de las tensiones secun-
darias, sefiala la importancia de disponer las su-
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Figs, 26 a, b.—Ci ta y dos 14 de hormigén armado con forma
de paraboloide hiperbélico forman una nueva cubierta para el depdsito
Argentine, en Kansas City., Tienen una planta cuadrada de 45 pies
6 pulgadas de lado, con una flecha méxima de 7 pies 8 pulgadas, siendo
el espesor de 3 pulgadas; fueron construidas con encofrados mdaviles
formados por dos secciones gue se unen en el eje de simetria de la
limina. La sobrecarga viva de proyecto fue 30 psf. El espesor medio es
de 4,8 pulgadas y fueron necesarias 2,7 libras de armadura por pie cua-
drade en cada limina. El proyecto fue realizade por Burns and Me-
Donnell Engineering Co., de Kansas City, Mo., Constructor general:
Eastmount construction Co., de Kansas City, Mo,

perficies en paraboloide hiperbdlico con una cur-
vatura suficiente. Puesto que ain no se ha des-
arrollado ningtiin método exacto para determinar
el valor minimo que puede admitirse para la rela-
cién flecha a luz, se dan, simplemente como guia,
las mas sobresalientes caracteristicas de tres lami-
nas seleccionadas de entre el gran nimero de ellas
ya construidas. Las dimensiones no significan, de
ninguna forma, limites de aplicabilidad. Las lami-
nas caracleristicas han sido construidas de acuerdo
con las teorias anteriormente expuestas y estdn
comportandose satisfactoriamente.
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apéndice

Obtencién de las férmulas para las ldminas en También:
paraboloide hiperbélico oblicuo o sen ®
La obtencidn de las férmulas que se utilizan en CE =
el estudio de las superficies en paraboloide hiper- sen
bélico es, en cierto modo, semejante al proceso se-
guido para las rectangulares en planta. Y
Refiriéndonos a la figura 27, de acuerdo con el DE :_—::_”; sen| 180° — (w + ®) ]:
teorema de los senos: sen o B ‘
BC:U sen (o — @) _ v’ sen (@ — ®) _——u’sen (0 ®)
sen (180° — o) sen o = '—"’”‘;;"*”'
(0]
y
—u' sen de aqui:
AB— ———. ,. )
sen © u=CE—DE = !o’senxb-[—u’sen(w—i—rb)]
Asi, pues, y puesto que v — AB + BC: sen w |
1 (32)
v=- [u’ sen (o-—®) —u’ sen d)] [81]
sen o} Sustituyendo las ecuaciones [31] y [32] en la
[20], se tiene:
h h
z= uo = v’ sen (o — &) —
Fg. 27 ab ab sen? o [

—u’ sen @} [o' sen ® -+ ' sen (o + @) I

Desarrollando esta expresion y sustituyendo la ex-
presién trigonométrica sen? w — sen® & en lugar de
sen (o -} ®) sen (o — &), se tiene:

=

————{5en @[(v’)z,sen (0 — @) —
ab sen® o

— (u')= sen (o + @)] + v'u’ [Senz w-—2 sen? (I’:Ig
| 133)

El coeficiente de v'v’ se anula cuando se escoge un
valor @ tal que:

(34]
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Llamando &, al valor particular que satisface esta
condicion, la ecuacién [33] se reduce a:

sen ¢, [(v')z sen (v —@,) —
— (w)? sen (v +<1>c)] [35)

Debe notarse que la ecuacién [35] es de la misma
forma que la [3], puesto que o y ®,_ son constantes
para un valor determinado del angulo » de oblicui-

dad. Asi, pues, la superficie oblicua z = ﬁubi tam-
a

bién puede engendrarse trasladando una paribola
que se apoya continuamente sobre otra. En este
caso las parabolas no son perpendiculares entre s,
como en el caso particular de planta rectangular,
sino que se cortan bajo un dngulo oblicuo .

En el borde de la superficie oblicua los empujes
horizontales de los arcos Hy' y H,' de los dos
sistemas se obtienen de la misma forma que en el
caso que se explica en las ecuaciones [7] y [8]. Por
ejemplo, el Hy', puede expresarse:

Lz
Hy =2 36
' 4(4h,,) (56}

Puesto que el término que contiene 2 en la ecua-
4 o 7 7

cion [35] es constante, la ecuacién de las paribolas

paralelas al eje V' es:

h sen @,

= [v'z sen (w—q>c)] [37]

ab sen? o
Haciendo z' = h,, en v' =L/2, se tiene:

sen? o

L2 ab
4h_, h

] [38]

sen ®, sen (v — ®,)

Sustituyendo la ecuacién [38] en la [36], se tiene:

H, = _w_(ﬂ)
: 4 4

sen? o

sen &, sen (o — ®,)

Pero de la [34] sen ¢ == S\j:{]; ; por lo tanto

, __wab V2 senw
Hy =3 [sen (0 —®,) ] [39]
De la misma forma se puede obtener:
, wab[ Y 2sen o
Hy' = 4}T[sen (w+,) ] [40]
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Para demostrar que las componentes horizontales
del empuje, que actiian normalmente a los bordes
de la superficie se anulan entre si, se expresan estas
dos componentes Hy' y Hy’ en la forma:

HN:HV’SGDZ‘D‘—‘HUlsenz (‘”+q>c) [41]

Sustituyendo las ecuaciones [39] y [40] en la [41]:

wab V2 sen w sen? &, )
.PIN: 4h [;en (w.—.q):')‘—'sen (w+¢c)]
[42]
o bien
wab V2 sen »|2 sen? @, — sen? w .
Hy=—-"~ 4h [ sen (0 — &) ] [43]

Sin embargo, el numerador del término entre pa-
réntesis se hizo cero anteriormente [34]. Por lo
tanto, la ecuacién [43] es nula, indicando que el
empuje combinado ejercido por los dos arcos que
se cortan no produce esfuerzos normales al borde.

El esfuerzo transversal que se ejerce a lo largo
del borde de la superficie con planta oblicua se
obtiene sumando algebraicamente las componentes
de los empujes horizontales H;' y Hy' paralelas al
borde:

S=Hy sen®, cos®_ —H ,'sen (v + ®,) cos (w + ®,)

Sustituyendo en lugar de H," y H ¢’ sus valores
obtenidos de las ecuaciones [39] y [40]:

__ wab sen w [sen &, cos D,

2Voh  |sen(w—a) ST “’e)]

[ 14
Utilizando la identidad

sen » cos w — sen ® cos = cos (o + @) sen (v -— P).
la ecuacién [44] se reduce a:

__ wab sen v
T 2/2h
sen ®_ cos &, — sen o cos w + sen ®, ros P,
[ sen w cos , — cos o sen &, ]

Sustituyendo en lugar de sen @, el valor que se
obtiene de la ecuacién [34], se tiene:

wab sen ol 1/2 sen v cos &, — sen v cos o

5= -2—17—2“71 coswsenw |
senv cos &, — ————
Ve
wab sen o
= [45]
2h
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