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Método de cdlculo de escaleras
helicoidales

de hormigén armado,
ilustrado con un ejemplo proyectado
y calculado

por el autor del articulo.
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e omo es
ha movido
te de facil

esentarlo-de i0rma—a o o

a de un helicoide de
pues, engendrada por una
slas al plano director que es
e directriz. Dicha superficie posee
acilmente puede intuirse al observar
hélices y generatrices rectas, sobre ella

Ia ortogonalidad de todos sus angulos para sufrir

» colabora eficazmente en la estabilidad de la
la en el calculo, se complica el problema de tal
indir de su eficaz colaboracion y considerar la
o formada por un elemento lineal—su eje helicoidal—,
condensada la seccién transversal con todas sus
y mecdnicas.

lo que vamos a desarrollar se basa en las hipdte-
lender, consistente en la resolucion del sistema
las ecuaciones de equilibrio de barras. Sobre la
racion de los errores introducidos hay que consi-

ulo de barras admitimos que las tensiones adoptan una
ribucion lineal en la seccion tranversal de la pieza. Para
omporten de acuerdo con la Ley de Hooke, esta
ealmente cierta, siempre que la seccion transversal sea
somparacion con la longitud de la pieza y con el radio
e de la barra. Si nosotros aceptamos las mismas
ilculo de escaleras helicoidales, el error cometido
producido al calcular vigas de gran canto, piezas
yas soluciones son, normalmente, aceptadas por
en virtud de los coeficientes de seguridad habi-

ido para despreciar las deformaciones
ermales y tangenciales, teniendo en
nes de torsion.

e, sobre la placa heli-
a misma, el fuerte
iones transver-
; ando la seccion

cionde la sim-
iera que
se cons-

tituida por un cuerpo 1sotropo aciones
pl‘eVIaS SObl‘e la situae cidn-de -r*nw-uur-uug(-n-m—uw;-.-. ani-
sotropia de la placa, nos lleva stinto

del riguroso, pero el
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Solucién general

Sea la escalera helicoidal de la figura 1 en la que podemos apreciar sus caracterfs-
ticas geométricas. Las cargas -actuantes en €l ancho, b, de la escalera, tiene una resul-
tante, g, cuya excentricidad, e, respecto al eje y su mismo valor q, son funciones de 9
en los casos de carga variable.

Para dimensionar la escalera, tendremos que determinar las fuerzas y momentos des-
arrollados en secciones normales al eje de la misma. Pero para plantear las ecuacio-
nes de equilibrio de fuerzas y momentos, es mejor considerar las secciones transversales
verticales; es decir, giradas un angulo « respecto a las primeras. Estas fuerzas desarro-
lladas sobre las secciones transversales verticales, estidn ligadas a las producidas en
secciones normales al eje por las siguientes ecuaciones:

N=N.cos «—Q,.sen a; N=Q,.sen « + N.cos &;

Q,=N.sen « —Q, .cos a; Q,=0,.cos « —N.sen a;

(:2 =Qy; Qy:?y; 3 [1]
My =DM;.cos « —M, .sen «; Mr=M, .sen « +M;. cos a;

M, =M, M, =M,;

My:MT.sena+My.cos o; M, =M, .cos « — M, .sen .

Como criterios de signo, establecemos ¢ en direccidn positiva cuando coincide con la
direccién de bajada de la escalera. La pendiente tg «, del eje de la placa, la sefialamos
siempre como positiva. Segin esto, se deduce para escaleras a izquierdas o derechas
las siguientes reglas:

© Consejo Superior de Investigaciones Cientificas
Licencia Creative Commons 3.0 Espafia (CC-by) http://informesdelaconstruccion.revistas.csic.es



N positivo, produce compresiones.
M, positivo, produce tracciones en las fibras inferiores.
M, positivo, produce tracciones en el borde interior.
. Si observamos la seccién transversal en direccién del tramo de escalera que sube
ocurre que:
Q. positivo, va hacia arriba.
Q, positivo, se dirige hacia dentro.
M, positivo, es giro a derecha o izquierda segiin que la escalera sea a derechas o
izquierdas, respectivamente.

De la figura 2 se deducen inmediatamente las ecuaciones de equilibrio:
Equilibrio de fuerzas: |

seglin la direccion radial,

T cen 22 a5 de _o w_ 99, _,
2N.Sen—2——de.CDS ——2-—‘—-0, N— d@  ——0,

segin la direccion tangencial,

de

dN.cos —— +2Q, .sen —- -

dN | =
—Os T(P—_ +Qy —"0)

segin la direccién vertical,

— do
qg.r.de-—dQ,=0; ¢g.r— d%” =0.

Equilibrio de momentos:

en el plano radial,
| _ do d
g.r.de.e+2Q, .sen —— . tg o. r-{—dMT cos —— + M, dtp__o
qg.r.etr.tga.Q,+ d};’iT +M, =0;

en el plano tangencial,

r.de.Q,—2N.sen —dg—.tg a.r—M,.do+dM, . cos %1:0;
= dM,
r.Q. re =0
en el plano horizontal,
= de = = dM
2Qy.sen—2—.r~—dMy:O; r.Q, — d; :G.»

Las soluciones de estas ecuaciones diferenciales son las siguientes, como ficilmente
puede comprobarse por sustitucién:

Q.= fq dq;+——— {,.sen o;
o

(X;.cos ¢ 4+ X,.sen 9);
-1—(X sen ;—X cos ¢);
r 5+ ¢ 3 ?/)s [2]
M, =f(p) +X,. sen o + X;.cos ¢ +tg &(X,.9.cos 9 —X;. 9.5en o);
ﬁy =—cos a(X, + X,) + X;.sen 9 —X, cos o;
M

= ’(?)‘*‘fz.fﬁgq.d@—kxpcos ¢ —X,.sen ¢ + X, .sen o0 —

—tga(X;. ¢ .sen ¢ + X;. ¢.cos ¢). I
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do

Expresiones en las que la funcién f(¢) es solucién de la ecuacion diferencial:

(o) +flo) =—gq.r(r+e), [3]
y cuyas constantes de integracién X, a X; son las incSgnitas hiperestaticas del sistema.

La interpretacion del método es la siguiente: el cdlculo de una escalera helicoidal
libre de apoyos intermedios constituye un sistema estdticamente indeterminado, con seis
incdgnitas hiperestaticas. Las indeterminaciones se resuelven al considerar los distintos
tipos de sustentacion y carga. Del sistema [2], y en funcién del [1], obtenemos los es-
fuerzos desarrollados sobre una seccién normal al eje de la pieza: '

N=r.sena. [(?q.dcp +—i~.senzoc.X1—J;—.cos a(X; sen ¢ — X, cos ¢);

0

Q. =r.cos oc.f(?q.dcp—{—%.sen o.cosa. X, +

o

1
-|——r—sen (X5 .sen ¢ — X, cos o);

]
Qy:—r—(X,,.cos o+ X;.sen o);

5 4
M, = cos d(f’(@)+r2.]Y q.d 9 —sen a.X,+ X, cos g — X, sen ¢)— 41

o

—sen o(X,. ¢.sen ¢+ X;. 9.cos9 + X,.cos ¢ —X;.sen ¢);
M, =f(¢) +tg ¢(X;. 9.cos ¢ —X;. ¢.5en ¢) +X,.sen ¢ + X;.cos ¢;

M, =—sen a[f’(¢)+r2.]¢q.d¢+x4.cos ¢ —X,.5en ¢ —

—tga(X;.9.5en 9 + X, . ¢ .cos ¢)] + cos «(X;.sen ¢ —X;.cos ¢) —
— X, —cos? o . X,.
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Escaleras dobiemente empofradas

La forma mds corriente de sustentacién de escaleras helicoidales de hormigén arma-
do, es aquella que tiene sus dos extremos doblemente empotrados Este es el caso que
consideramos y cuya resolucién planteamos a continuacion.

El desplazamiento en un punto, producido por la actuacién de solicitaciones virtuales,
viene dado por la expresién:

& =f f (01 0x + 1.7 )dF . ds; [5]
F S

en la que, despreciando las deformaciones producidas por la normal y esfuerzos cor-
tantes, como es corriente, obtenemos:

—_ xK yi YK 4 Ti TK ds 6]
Vg + e . [
[ R
El valor de la rigidez de torsién viene dado por:
LI
—l— I ‘

y si en vez de &, ; obtenemos un valor proporcional a él, multiplicado por cos & . E. 1./,
obtenemos:

I,

d;x=cos a.E. - ik

?/ ?fomo ds=r.dg/cos «, o, lo que es igual, €08 & ds :dq, la expresién [6] toma
a forma siguiente: '
r I, 1, ., L p .
aiKz ;Mxi.MxK‘*—‘—I_.lei.hliyK‘i"“‘a— I—T T‘ hiI\iMJE\ @. [ }
P B y

Los valores de M; y M, se determinan de las ecuaciones [4] al hacer que las soli-
citaciones virtuales tengan valor unidad, con lo que cada M, viene expresado por el
coeficiente correspondiente de X;, mientras que el término mdependlente corresponde
al valor de M,,. Asi, obtenemos el sistema:

M, , =f(e);

—_— ? 2 'CP 5
M,,=—sen a[f(p)+r -]OQ-d‘P]’ (8]

M, = cos a[f(q»)+r2.f‘*’q.dq>1;

0

M, =0

My1:_1§

My =0

M,, =05

M,,=-—cos® &;

M., =—-sen « cos o;

M, ,=tga.9p.cos ¢;

M,;=sena.tgo.¢.sen ¢ —cos &.cos ¢;

Mps=-—sen & (¢ sen o -+ cos 9); 9]
M., =sen ¢; ¢
M,,=-—sen a.cos g;

M;,==cos ¢ . cos o¢;

M,;s=—tg .o .sen o;

M,;=sena.tga.q.cos ¢+ cos o .sen g;

M s;=—sen a(p .cos ¢ —sen 9);

M, s =cos ¢; /

M,;=sen o.sen q;

Mps=-—cos «.sen ¢.
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La simelria de estructura nos permite tomar origen en el punto medio de la escalera.
La integracién de la ecuacion [7] la hacemos segin los limites 4- ¢,, — ¢,. Todas las
integrales del sistema [7], obtenido al dar los valores correspondientes del sistema [8],
prescindiendo de sus factores constantes distintos, producen los siguientes valores:

fq;’.senzy.dcp::

‘ps_,_si(senz'q,._zq, cos 2 ¢ —2 ¢?sen 2 g);

S

6
1 =€) 9, 2
R -~ 0s 29 —2 p?sen 2 o);

2. eos g .do=

&
fq;.senqp.cos ol
L

-
&

v

¢ .S€n o D @ COS 9,

(2 ¢ —sen 29);

4

:—}1—(2@+sen2¢);

d ¢ = sen o;

P.
as, y adoptande ametros

c:(l——;— 1—a),

s de dichas ecuaciones [7] tor

on estas integrales ya

plazamientos obte! as siguientes expresio

. 9,
20 . cos® o . ¢ ,;
2d cos o .sen ¢, + sel. tg %(p, COs @, —sen ¢,)]

en o . Sen @ ,; .
0;

2 '—‘1"-*'—30)-(?0;

0S ¢,];

8y = 1+ 2a)@2 sen ¢, — ¢,.c08 ¢,) + a
8,y =— 2.0.(1 —a) . sen ¢,;
355 = 86 = U
1
Sy =1ta% & [73— < a 7(2_30—2‘1)
(sen 2¢,— 2¢, cos 2% AP0 — 1+ 30)2 ¢, + sen 29,)if
834:% tg o[c(sen 2¢,— 2¢,.c082¢,) —2(1 —c—a)2 ¢, +sen 2 ¢,)];
855 =8 =0; ’1
344:(2—0)%—?05en2%;
85 =38, =0;
1'
855 = tg% o i(2-—(:).q>03--——1—c.cpoz.sen2:po--————(2-—30—211) }
3 2 4
' 1
(sen 29, —2 @, .co0s 2%)}+—4—(2c-—1—}—8a)(2q>0——sen2q>0); _
: [12]
856:——‘1}—tg o [21—c—a)@p,—sen ¢,) +c(sen 2 9, —2 @, cos 2 @,)];

1
8 =(2—10C)9, —}—-2— c.sen 29,
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+¢o
S,p =

O | M MM+ g @ M My, | e (1]
—%o
Conocidos los valores de los desplazamientos producidos por las solicitaciones vir-
tuales de valor unidad, las incdégnitas hiperestaticas se deducen del sistema de seis ecua-
ciones con seis incégnitas siguiente: ' = ‘
8. X1+ 8,,X, + 8,.X,; + 8, X, =8,
8. Xy T 85X, +.8,,X; + 8, X, = 852
813X, T 8., XK, + 8, X, + 8, X, =8,
8,.X; + 8., X, + 83X 4 8, X, = 8,5
855X5 + 856X6': 805;
856X 5 1 856Xs = 8,61 ‘ /
En la matriz de estas incdgnitas desaparecen todos los 8,5 y 8,, para i=1 a i =4,

con lo que obtenemos dos matrices independientes, correspondientes a las cargas asi-
métricas y simétricas:

(14]

Matriz correspondiente a la carga simétrica,

855 85‘6 - 805
858 856 - 80 [] [15]
X5 XG .

Matriz correspondiente a la carga asimétrica,
' Su 812 813 814 _‘801‘
a12 822 823 824 - Saz o
813 823 833 834 - 803 [16]

8l 8oy 8y 8y “"304
X, X, X, X,.

Cuando la carga es simétrica, es decir, cuando () y q(9) . e(¢) son funciones exac-
tas de ¢, prescindimos de los valores de §,, a §,,, pues en este caso son nulos los valo-
res de X, a X, y sblo necesitamos calcular la matriz [14] cuyas incégnitas hiperes-
taticas toman la forma: S

866 . 805 - 856 . 806

X = — ;

? 855 . 8(;6 - 8256 [17]
s — . Bus: 80 — BBy

£ 8“"5 . 856 - 8256

Para cargas asimétricas, es decir, cuardo q(¢) y q(9) . €(¢) son funciones no exactas
de ¢, resolvemos, ademas de la matriz [14], los valores correspondientes de la [15],
puesto que no son nulas, en general, ninguna de las X,.

Carga uniformemente repartida

El caso més frecuente que se presenta en el cdlculo de escaleras helicoidales, es el
que estudiamos a continuacién, ¢onsistente en la actuacién de una sobrecarga uniforme-
mente repartida en el espesor uniforme de la zanca. En este caso, tanto la carga, g, como
el valor de la excentricidad, e, son constantes a lo largo de toda la pieza y, por lo tanto,
independientes de 9. Como consecuencia, por ser constante g .r. (r + €), la solucién de
la ecuacién diferencial [3] es inmediata:

flo) =—q .71 +e/r); fle) =0; (18]
y segun [8]:
M,,=-—q.r*1+e/r);
M,,=—¢q.r*.p.sen o;

M;,=¢q.r*.¢.cos &;
y segtn [13}:
81 =8 = 855 = 8y, =0
80s =2q .12 . tga[(4—3c—a+e/r)(sen 9, — ¢, .05 9,) —
— (I—c¢) p,* . sen g, ];
8os =2q . *[(L—c)g,.cos oo — (@ —c -+ ¢e/r) sen ¢,],

(19]

=~

siendo, por lo demds, vélidas las ecuaciones [1¢], [12], [15] y [17].
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Un ejemplo

Vamos a calcular una escalera helicoidal doblemente empotrada y sometida a carga
uniforme, en la que, por haber adoptado la seccién en T, concentrando la seccién junto
al eje de la pieza, los resultados obtenidos se aproximan mds a su solicitacién real.

Caracteristicas geométricas y mecanicas de la solucién adoptada:

Desarrollo de la escalera:
o = 820° ¢, = -+ 160° = -+ 2,795 radianes;
sen ¢, = 0,341; cos ¢, = —0,94:
sen 29, = — 0,642 ; cos 29, = 0,767.
Radios en planta:
Radio interior: r;, = 100 cm;
Radio medio: r =155 cm;

Radio exterior: r, = 210 cm.

Seccién adoptada:

Seccién en T, formada por una placa superior de 6 cm de espesor y un nervio central
de 30 X 30 cm.
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alzado
planta
seccidn
Pendiente:
420 X 360 |
'€ *= 55 xax 3,14 X 320 = 0485 ( o —258°
sen o = 0,435; cos a = 0,90. S

Centro de gravedad de la seccién:

Lo determinamos al hacer nulo el momento
estatico, respecto al eje horizontal que pasa por
el centro de gravedad:

80 X 6. x — 30 X 30(12 — x) = O;

_ 10.800
~ 1.380

Momentos de inercia de la seccién respecto a los
ejes principales: '
I, =80 X6 X785+ 30 X 3012 —7,85)2 =
= 45.320 cm?;
I, =2 X40 X6 X35?+2 X 30 X 15X 75 =
—638.100 cm*.

=17,85 cm.

Pardmetros para el calculo:

I, 45320
I, ~ 638100

x

=0,071;

9
6= l—icozoc (l1—a)=
I
= (l —- —;— X 0,92) (1 —0,071) = 0,558;

e/r=0042.

Determinacion de las expresiones analiticas de
los momentos y componentes normales y tan-
genciales:

Dado que la solicitacion, tanto de peso propio
como de sobrecarga, es uniforme, la funcidn, so-
lucién de la ecuacidén diferencial que plantea el
equilibrio del sistema es, segin [18], de la forma:

fle) =—1,042q . r*; f(¢) =0.

Los desplazamientos producidos en la estruc-
tura, segun [19] y [12], toman los siguientes va-
lores:

801 = 802 = 83 =8, =0;

8ps = D46 q . 12;

80s = —3,358 q . %

855 pre=y 8,347;
8, = — 0,148;
86 == 3,862.
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En funcién de estos desplazamientos obtenidos, las incdgnitas hiperestiticas toman los
siguientes valores:

X, =X, =X, =X, =0;

y segtn [17]:
X;=-—1605 q .
Xe=1373 q.r.

Las componentes de fuerzas y momentos en una seccidn transversal cualquiera, nor-
mal al eje de la pieza, vienen dadas en funcién del dngulo ¢, el cual define la posicién
de dicha seccién, por las expresiones [4]:

N = (0,435¢ + 1,445 sen ¢)q .13

Q.= (09¢ —0,7 sen ¢)q.r;

Q, =—1605qg.r.cos ¢;

.= (0,698¢ . cos ¢ — 2,071 sen o +09 @) q. 1%

M
M, =(—0,762¢ .sen ¢ + 1,373 cos ¢ -—1,042) q.r%
M, = (—0,3485¢ . cos ¢ — 0,847 sen ¢ — 0,435 ¢) g .r
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gréficas de esfuerzos y momentos
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Escala de esfuerze

Obtenidas estas expresiones, se determinan las graficas de cada una de las soli-
citaciones, con objeto de poder considerar luego las secciones mas desfavorables para
el calculo de armaduras y distribucion de las mismas.

Para ello calculamos los valores de esfuerzos y momentos en las secciones corres-
pondientes a los valores de ¢ igual a: 0°, 4- 30°, + 60°, +90°, + 120° y + 160°. Con
los datos obtenidos, y a sus correspondientes escalas, trazamos las graficas radiales sobre
el arco planta de la hélice que constituye el eje de la escalera (figura 4).

Una vez determinados estos valores y fijados los datos de peso propio y sobrecarga,
asi como las tensiones admisibles en hormigén y acero, el problema se reduce a calcular
una serie de secciones sometidas a flexion compuesta.
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