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ESPAÑA 

RESUMEN 

Es/e articulo corresponde a la extensión de uno anterior 
dedicado al estudio del p roblema de la comp robación y el 
dim ensionamiento de las armaduras de acero en estructuras 
bidimens iona les de horm igón armado tipo laj a, cuyos esfuerzos 
están con tenidos en su plano medio. Aq uí se consideran las 
estructuras con cargas normales a su p lano medio (placas y 
lámin as), es deci r, sometidas a esfuerzos de fl exion. 

El procedimiento de comprobación y dim ensionamiento 
que se propon e. permite tratar si tuaciones importan/es como el 
armado en las esq uinas de placa, la combinación de tensiones 
axiles, rasan /es y de flex ion que aparecen en los arranques de 
los voladizos en las estructu ras de los tableros continuos de 
puentes, particularmente en las zonas sobre apoyos . En es/os 
casos las alternativas actu ales son procedimientos heurísticos o 
f órmulas empíricas como la de Wood. 

El cá lculo. que se lleva a cabo median/e un simp le programa de 
computado r, permite ob tener en pocos segundos la curva de las 
tensi ones y las def ormacion es en cada una de las fa milias de 
barras y de las principales en el hormigón en f unció n del fa ctor 
de amplificación de los esfuer zos . De es/a fo rma se deduce el 
ni vel de seguridad que se alcanza en un punto de la est ructu ra, 
de hormigón armado . 

Fecha de recepción: 23-1X-02 

SUMMA RY 

This paper is an extension ofa previous one, what was 
dedicated /0 the study of the problem of design/verifi cation of 
reinforcement in two-dimension al concrete stru ctures 
subje cted /0 in p lane forces . Here , the verifica /ion of the 
reinforcement oftwo- dimensiona l concrete struc tures 
subj ccted /0 out-of-plan actions (plates and she /ls) is 
reviewed. 

The presented verifi ca /ion pro cedu re allow us /0 handl e 
impo rtant s ituatio ns that afien appear in reinforced concrete 
structures, such as rcinforccmen t a/ plate com es , combina/ion 
ofin-plana[orces and ben ding strcsses occurring a/ junction 
ofcant ilever an d wcbs in continuous bridge box sec tions . The 
usual alternati vcs /0 treat thcse cases are based 011 hcurist ic 
procedures al' semi -emp iricalformulac as thc Wood. 

The analysis can be carried out by the use ofa simple 
computer programoThe OU/PUl of this program includes the 
diagrams ofstresses and str ains for each of the bar 
reinforcem ent [a ntilies and thc pri ncipal stres ses in the as 
fu nction of the load amplifica /ion fa ctor. In this way it is 
possible /0 fi nd the sufety factor a/ a po int of thc rcinforce d 
concrete structurc. 
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l . Armaduras en losas y láminas en flexo-extensión 

1.1. Planteamiento del problema 

En este apartado se estudia el caso más general de la losa de hormigón que se supone sometida a unos esfuerzos 
de flexión y de extensión. En este caso general se consideran , en la comprobación de las tensiones del hormigón 
y del acero en una sección de la losa, los momentos flectores y torsores así como los axiles y rasantes, aplicados 
todos ellos en un punto del plano medio de la placa, y que se recogen respectivamente en sendos tensores 
M = (M i j ) , i, j = 1,2, YN = N i j , i , j = 1, 2. En esta comprobación de tensiones no se tienen en cuenta 
los esfuerzos cortantes Q = (Qi) , i = 1,2, normales al plano de la losa. Las situaciones particulares de laja 
( y membrana) y (placa (y lámina sin extensión) están incluidos dentro de este caso general si se adoptan 
respectivament e los valores nulos de los esfuerzos N = O y lVI = O. La notación y sentidos positivos de estos 
esfuerzos sigue las reglas indicadas en el la primera parte de este trabajo : Lajas y Membranas. 

Las relaciones entre los esfuerzos actuant es en la losa y las tensiones que generan se expresan en la forma: 

h 
2 

M 1.) · = 1 X3 CJ t) d x3 , (1) 
h 

- "2 

Para resist ir los esfuerzos de flexión y compresión simultáneos en la placa de hormigón armado se dispone 
una armadura compuesta por un número determinado de familias de barras rectas igualmente espaciadas. Las 
barras de cada familia se sitúan y distribuyen en el espesor de forma homogénea, entre las dos caras de la 
placa, superior e inferior, evidentemente protegidas con unos recubr imientos. En planta las barras se disponen 
inclinadas según un ángulo arbitrario. Por consigui ente, el armado se define por los siguientes datos: 

l . Número de familias de armaduras: N 

2. Para cada familia i = 1) 2, . . . , N se conocen los datos: 

• Área de las armaduras por unidad de separación: A i 

• Ángulo respecto al eje O Xl de inclinación en planta: Q:i 

• Ordenada X3 que mide la distancia del plano de las armadu ras al plano medio de la placa: h i . 

Por otra parte se conocen los parámetros que definen las leyes del comportamiento de los dos materiales, 
hormigón y acero. Estas leyes se escriben de forma idéntica a las expresadas en ela primera parte de este 
trabajo referente a Lajas y Membranas. 

Un planteamiento adecuado del problem a debe considerar las ecuaciones constitutivas de ambos materiales así 
como las ecuaciones de equilibrio y compatibilidad en todas las secc iones normales a la losa que pasen por 
el punto dcl plano medio que se estudia. Para ello se utiliza un método en rigidez y se adoptan, por lo tanto, 
seis incógnitas básicas representadas por las deformaciones en el hormigón y su posición. Las tres primeras 
incógnitas correspond en a las deformaciones de extensión o laja , es decir, a las deformaciones longitudinales 
principales E?, Egcon E? 2: E~ Y al ángulo eO que forma la dirección principal E?con el ejc positivo x l. 
Las otras tres incógnit as básicas se refieren a las deformaci ones de fl exión de las cuales las dos primeras son 
las curvaturas principales de flexión "'? y 1\.8 con valor posit ivo SI corresponden a curvaturas eficaces con el 
momento fl ector prmcrpal posit ivo, es decir, que producen alargamientos en la región positiva X:J > O de la 
sección normal de la placa. Se utiliza la notación tal que ¡-;S 2: I\~. La tercera incógnita básica es el ángulo <po 

que forma con el eje 0 1:1 la dirección de la normal al plano principal sobre el que actúa la deformación ¡-; I . Los 
ángulos eO y <po se miden, con el sentido antihorario positivo, a partir del eje Ox 1y su rango de variación es dc 

7f 7f 

(- 2 ' 2:)' 
A partir de estas incógnitas se obtienen como sigue las deformaciones longitudinales principales en el hormigón 
Ei ( X3) con i = 1, 2, que aparecen en la capa a nivel X3 : 
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• Componentes de las dcfonnaciones de laja o membrana según los ejes generales. 

E ~'l (X3) = E?cos2 (;O + Egsen2 BO 

E22 (X3) = E?sen2 BO + Egcos2 BO (2) 

E72 (X3) = (E? - Eg )sen BO cosBO 

• Componentes de las deformaciones de placa o lámina según los ejes generales. 

(3) 

• Las deformaciones resultantes suma de las dos deformaciones anteriores son: 

(4) 

• Las deformaciones principales Ei(X3), i = 1,2 Yel ángulo B de la dirección de E l (X3 ) se calculan de 
acuerdo con las fórmulas de la elasticidad: 

(5) 

Las tensiones principales en el hormigón en la capa X3 se deducen con la aplicación de las ecuaciones consti
tutivas del material presentadas en la primera parte de este trabajo referentes a Lajas y Membranas. y resulta1: 

(6) 

Las componentes del tensor de tensiones según los ejes generales se expresan en la forma siguiente, en la que 
se ha escrito por simplicidad B = B( X3 ): 

Ucll (X3) =UcI (X3) cos 2 B+ Uc2 (X3)sen 2 B= 

=Uc!-El (X3)] cos2 B+ Uc! - E2(X3)] sen 2 B 

Uc22(X3) =Ucl (X3) sen 2 B+ Uc2(X3) cos2 B= 

=Uc!- El (X3)l sen 2 B+ Uc!- E2(X3) Icos2 B (7) 

Uc I2 (X:J) = [UcI (X3 ) - Uc2(X3 )]scnB cosB = 

= {Ue [-E1(:1:3)] - ucl- E2(X3 )]} sen Bcos B 

Las componentes según los ejes de los momentos f1ectore s y torsores así como las de los esfuerzos axiles y 
rasantes resistentes en el hormigón, que miden la capacidad resistente de este material en la sección. se obtienen 
de la resultante y el momento de las tensiones de todas las capas X3, dados por las ecuaciones anteriores (7) 
como sigue 

¡, /, 

Ncij = ¡:Ucij(X3) dX3, Mój = r:Ucij(X3)X3dx3 i , j = 1,2 (8) 
. 22 

I No so: ha considerado por simplicidad, como en el caso de laja. la depend encia existente entre cudu tensi ón principal aro . (i = 1,2) 
Y las dos deformaciones -s I y [2 conjuntas. 
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Las ecuaciones (8) se escriben de forma explícita: 

j ~ 2 j~ 2Ncll = _t!. o"d- él(X3)]COS Bdx3 + _t!. Oc[-é2(X3)] sen BdX3 
2 2 

2 j~ 2Nc22 = j~ él(X3)] sen Bdx3 + _t!. Od-é2(X3)] COS BdX3 (9)_!! OC[ 

h 

Ncl 2 =1:
2 

{Oc[-él(X3)] - 0d-C2(X3)]} 

2 

sen BcosBdx 3 
2 

j ~ 2 j~ 2Mcll = _t!. x30d-cl (X3 )]cos Bdx3 + _ t!. X3 0c[-c2 (X3 )]sen BdX3 
2 2 

j~ 2 j~ 2Mc22 = _t!. X3 0c[- Cl (X3 )]sen Bdx3 + _t!. X30c[-c2(X3)] COS BdX3 (lO) 
2 2 

h 

Mcl 2 =1: X3 {ac[- Cl (X3 )] - °d- C2(X3)]} sen Bcos BdX3 
2 

En relación con el acero la deformación longitudinal Csi en las barras de la fam ilia i de armaduras se obtiene 

de acuerdo con las ecuaciones de la elasticidad como sigue: 

(11) 

con ci(hi) Y B(hi) los valores de ci( X3) Y B(X3) dados por (5) particularizados para X3 = lu ,
 
El esfuerzo axil , Si, de tracción o compresión, en una barra de la familia i se deduce mediante las ecuaciones
 

constitutivas del acero presentadas en la primera parte de es te trabajo, por lo que su expresión es:
 

(12) 

en la cual 

Se observa que el esfuerzo Si = Si(r) es función del vector de incógnitas r definido como sigue: 

(13) 

El esfuerzo Si (r ) de la barra produce, en la capa del plano en la que está situada, las siguientes componentes 

de tensión referidas a los ejes de coordenadas (figura 1): 

i 20sll = Si(r) cos ai 
i 20822 = Si(r) sen ai (14) 

0.~12 = 0~ 21 = Si(r) sen o, cos o, 

La capacidad resistente que proporciona esta armadura i, medida en el tensor de esfuerzos resistentes de laja 
(axiles y rasantes) y el de los resistentes de placa (momentos flectores y torso res) se ca lcula, po r lo tanto , como 

la resultante y el momento de los esfuerzos Si. Las componentes de los esfuerzos resistentes de esta armadura 

son: 

( 15) 
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Figura 1.- Componentes de los esfuerzos resistentes de una barra. 

Al considerar el total de las armaduras, que está compuesta por N familias de barras, las ecuaciones (15) se 
transforman en las siguientes que permiten obtener las componentes de los esfuerzos resistentes debidos al 

acero: 

N N 
~ i ~ 2

N sll = ~O'll = ~Si(r)cos (Xi 

i=l i=l 
N N 
~ i ~ 2N s22 =	 ~0'22 = ~Si(r)sen (Xi (16) 
i=l i=l 
N N 

N s12 = N s21 = LO'b = LSi(r)sen(Xicos(Xi 
i=l i=l 

N N 
~i~ 2M slI =	 Z:: hiO'll = Z:: hiSi(r) COS (Xi 

i=l i=l 
N N 
~	 i ~ 2M s22 =	 Z:: hiO'22 = Z:: hiSi(r) sen (Xi (17) 
i=l i=l 
N N 

]"1;;J2 = M;;2J = L hiO'12 = L h¡Si(r) sen (Xi COS (Xi 

i=J i=J 

Las ecuaciones de equilibrio en un punto de la losa de las fuerzas y de los momentos actuantes sobre el elemento 
diferencial de ésta son: 

- N,ij + N sij = ANij - M ó j + Msij = AMij i, j = 1,2	 ( 18) 

en las cuales el signo negativo a las fuerzas y a los momentos resistentes del hormigón aparece al proyectar 
sobre los ejes y tener en cuenta el sentido adoptado para las tensiones en este material. Las expresiones (18) 
constituyen un sistema de ecuaciones no lineales en las incógnitas básicas r, las cuales se pueden expresar de 
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un modo explícito como sigue : 

j 2 
h 

{ 2 2 - _ Il a c[-cl(X3)] cos e + ac[- c2(X3)] se n e} dX3+ 
2 

N 

+ L Si(r) cos2 (Xi = >"Nll
 

i= l
 

2-¡:h {a C [-c l (X3)] se n e + a c[c2(-X3) ]cos 2 e} dX3+ 
2 

N 

+ L Si (r ) se n 2 (Xi = >"N22 (19 ) 

i= l 

-¡:h {ac[-cl(X3)]- ac[- c2(X3)]} se n e COSedX3+ 
2 

N 

+ L Si(r) sen (Xi COS(Xi = >"N12
 

i=l
 

2-¡:h X3 {ac[-cl (X3)] cos e + ac[-c2(X3)] se n 
2e} dX3+ 

2 

N 

+L hiSi(r) cos2 (Xi = >"Mll 

i=l 

N 

+L hiSi (r) sen2 (Xi = >"M22 (20) 

i=l 

-¡:h X3 {ac[- cl (X3)] - aC[-c2(X3)]} dX3sen e cos e+ 
2 

N

L h¡Si(r) sen (Xi co s (Xi = >"M12 

i= l 

Conviene tener en cuenta al evaluar las integrales sobre el área de hormigón, que aparecen en las ecuaciones 

anteriores ( 19) Y (20), el hecho de que el ángulo e no es con stante , sino que e = e(X3 ) es una función continua 

de la ordenada X3 que define la capa dentro del espesor de la lámina sobre la que actúan las deformac iones 

pr incipales ci, (i = 1, 2). La determinación del ángulo e(X3) para ca da capa X3 se lleva a ca bo de acuerdo con 

la tercera ecuación de la fórmula (5). En el cá lculo de las integrales citadas pueden aparecer discontinuidades 

en el valor del ángulo e s i el ten sor de deformaciones en una capa X3 dentro del espesor - ~ :S X3 :S ~ es 

crítico , es decir, si se tiene qu e c l! = c22 Yc l2 = O. En ese caso se recupera la co ntinuida d de esa función en 

e l punto X3 s i se permutan las direcciones pr incipales, es decir, se incrementa el valor del ángulo e en ~ y se 

cambian las deformaciones e, por Cj con i, j = 1,2 e i i- j. 
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1.2. Solución 

El sistema de ecuaciones (19) Y(20), que ha sido deducido en el apartado anterior, representa un planteamiento 
del problema en movimientos. En estas ecuaciones de equilibrio del elemento diferencial de Josa intervienen 
los esfuerzos, y al expresar éstos en t érminos de los movimientos o en este caso de las deformaciones se llega al 
sistema citado de ecuaciones (19) y (20). Utilizando esta metodología, el conjunto de ecuaciones de equilibrio 
se reducen a seis en las incógnitas básicas siguientes: Las dos deformaciones longitudinales principales en el 
plano medio de la losa E?y Eg Yel ángulo de la deformación principal máxima (Jo y las tres incógnitas referentes 
a la flexión de la losa, es decir, las dos curvaturas principales "'?y ",g y el ángulo <po que define la posición de 
estas curvaturas. 
Con objeto de simplificar la notación se describe el sistema no lineal (19) y (19a) en forma matricial como 
sigue: 

k(r) = APO (21) 

en el cual la matriz del sistema 
k= [ki ], i=1 ,2 , .. . 6 

se deduce inmediatamente de las expresiones (19) y (20). El vector independiente es: 

y el de incógnitas se escribe: 

Se observa que todos los términos ki , i = 1,2 , . . . 6, del vector k de dimensión 6 x 1, dependen de las incógnitas 
básicas y que el vector independiente de dimensión 6 x 1 es simplemente el vector columna de dímensión 6, 
que contiene los esfuerzos de servicio, multiplicado por el coeficiente de amplificación A. 
El carácter no lineal de este sistema de seis ecuaciones (21 ) exige en general un método de solución numérico. 
Un procedimiento simple de resolución del sistema de ecuaciones (21) es el de carácter iterativo, análogo a el 
que se ha descrito en el apartado de Lajas y Membranas. A pesar de que éste es un método válido se aplica en 
este caso el de Newton-Raphson siguiendo las pautas indicadas en el citado apartado por su mayor facilidad de 
programación en un computador y permítir alcanzar resultados muy precísos en el cálculo. Sólo se presentan 
los resultados de la matriz de rigidez tangente o jacobiano del sistema (21), que evidentemente difiere de la 
matriz de rigidez tangente de los dos casos anteriores de placa y laja2. 

El sistema incremental en rigidez se expresa como sigue: 

(22) 

en el que se ha utilizado la notación: 

N¡¡ 

N22 

N¡2
dpo = dApo = ti); 

M¡¡ 

M 22 

M 12 

La expresión de la matriz tangente se obtiene a partir de las ecuaciones de equilibrio del elemento losa de 
hormigón armado que se deducen de acuerdo con los siguientes pasos, como se muestra a continuación: 

2Es posible obtener directamente la matr iz de rigidez tangente mediante la apli cación de un procedimiento de deri vación numér ica 
a la matr iz del sistema (21 J. Sin embargo este procedimiento puede conllevar pérdidas de la exactitud en los resultados del cálcu lo y 

en algunos casos, debido a la existencia de distintos ordenes de magnitud entre las incóg nitas básicas, se debe prestar una atención 
especial en la programación con objeto de evit ar la aparición de enmascaramientos num éricos causantes de problemas de un ma l 
condi cion amiento del problema . 
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l .	 Se introduce una variación infinitesima l en el vector de incógnitas I', es decir, se considera el nuevo vector 

I' + dI'. 

2.	 Se calculan las variaciones en las deformaciones en la capa del elemento de la losa definida por la orde
nada X3 al modificarse las incógnitas básicas en dr y sus valores se representan en forma matricial como 
sigue: 

• Deformaciones de membrana déi](X3), (i, j = 1, 2) 

= [CE:m O]ds 

con O la matriz nula de dimensión 3 x 3 y
 

cos2 eO se n2 eO
 

OC E:m = sen2 e cos? eO 
[ sen eOcos eO - sen eOcos eO 

• Deformacione s de placa défj( X3) , (i, j = 1, 2). 

= X3 [O C E:p) ] dt 

con 
2COS2 epa sen epa - (K? - Kg ) sen 2epo ] 

2 2C E:P = sen epa cos epa (K? - Kg) sen 2epo
[ sen epacos epa - sen epacos epa (K? - Kg) cos 2epo 

• Deformaciones totales o suma de las anteriores déij (X3 ) = déi] (X3) + défj (X3), (i , j = 1,2) 

• Deformaciones principales y su dirección de, (X3),dé2(X3),de(X3). 

con 
1 A 
- - - (é l! - é22)
2	 2 
1 A 
- + -(él ! - é22) - 2Aé!2 
22 

A2(é! ! A2é !2 - é22) 

con 

-1 O] é ll ] 1 Oe = é22 
[ O 4 é!2 

3. Variaciones de las tensiones en el hormigón dUcij( X3), (i ,j = 1,2) . 
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con 
2 O 2OEtel cos Etc2 sen (Uel - Uc2 ) sen 20 ] 

C a O(X3) = Etel serr' O Etc2cos2O -(Ucl - Uc2 ) sen 20 
[ Etel sen Ocos O - Etc2 sen Ocos O -(uc1 - Uc2 ) cos 20 

Etci = Etc(- ei) YUci = Uc(- ei), (i = 1,2) 

4.	 Las variaciones de los esfuerzos resistentes del hormigón en la sección son: 

dNell ]	 dMell ]
dNc =	 dNc22 = CNdr , dM c = dMc22 = CMdr (23) 

[	 [dNc12	 dMc1 2 

con 

C N = ¡:h 

C a(X3)dx 3, CM = ¡:h 

X3 C a(X3)dx3 
2	 2 

5.	 Las deformaciones longitudinales en el acero de las armaduras de la familia i varían de acuerdo con las 
expresiones: 

(24) 

siendo 

Séi = [COS
2(Oi - O:i ), sen2(Oi - O:i), (- eli + e2i) sen 2(Oi - O:i) ] 

con eli = el(hi), e2i = e2(hi) , Oi = O(hi) Y C é7r (hi) = C é7r (X3 = hi) 

6.	 Los esfuerzos axiles de las barras de la familia i se modifican con dr de acuerdo con la expresión: 

(25) 

7.	 Las componentes de los esfuerzos axiles y momentos resistentes de todas las armaduras se calculan según 
las expresiones siguientes: 

(26) 

(27) 

siendo 

N 

SN = L	 SNiCE: 1l" (hi) 
i=l 
N 

SM = L S MiCE:1l" (hi) 
i=J 

y cada una de las N matrices parciales SNi y SMi se expresan como sigue: 

Ali CO S 
2 (Oi - o. ) Ah sen2(Oi - o. ) A 1i( - e li + e2i) sen 2(Oi - O:i) ]

2(OiSNi = 
[	 

A2i COS
2(Oi - O:i) A2i sen - O:i) - A2i( -eh + e2i) sen 2(Oi - o . ) 

A3i COS
2(Oi - O:i ) A3i sen2(Oi - O:i) A3i(-e li + e2i) sen 2(Oi - O:i ) 

e; cm¡2(O, - O:i) ts; scn2(Oi - o:¡) fl¡ i(-e ¡¡ + e2¡)sen 2(0, - o:¡) ] 
SMi = fl2¡ COS 

2(Oi - O:i) fl2isen2(Oi - O:i) - fl2i(- e li + e2i) sen 2(Oi - O:i)[ fl 3i COS2(Oi - O:i) fl3i sen2(Oi - o.) fl 3i(- e li + e2i) sen 2(Oi - O:i) 
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co n 

A li = AiEts(ci) cos 2 O'i,	 Bl i = hiA 1i 

A2i = Ai E ts(Ed sen ' O'i ,	 B 2i = hiA2i 

A3i = AiE/s(cd sen (Xi cos O'i,	 B3i = hiA3i 

8.	 La ecuación incremental o en la matriz de rigidez tangente se deduce fáci lmente de las ecuaciones de 
equi librio de fuerzas y momentos en e l e lemento dife rencial de losa: 

- dN c + dN s = dAN O ---+ (CN + SN) dr = dANo (28) 

- dM c + dM s = dAMo ---+ (CM + SM )dr = dAM a (29) 

es deci r, al agru par las seis ecuac iones anteriores en una única matric ial se escribe : 

SN	 ] dr = dA [ N o ] 
SM Mo 

y la matriz de rigidez tangent e es entonces: 

La re solución del sistema (21) se lleva a cab o como se ha indicado en la primera pa rte de es te trabajo referente 

a Lajas y Membranas. 

1.3. Ej emplo de aplicación 

3 -, 
J\ ' A. 

-------- -~~ . tt L\ , b--;~
 
l / . ~
 

/	 / 
.._ .._ _ - _ j /

;
 
......................._ ._ _. ./
 

Figura 2.· /;'s{tu:rzos en una sccc ion de arranq ue del voladizo de /111 tabl ero de puente. 

El ejemplo que se estudia en este apart ado corresponde a una s ituac ión frecuent e en la com probación de la 
armadura de la secc ión de arra nque de los vo ladizos transvers a les de la sección de un puent e. Esta sección de 
arranque se sue le encontrar sometida a los esfuerzos mo me ntos f1 ectores de la flexión transversal del voladizo , 
asi com o a los esfuerzos rasant es generados por la transferencia de las tensi ones longitudin ales de la flexión 
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gen eral del tablero desde estos voladizo s al núcleo de la sección . Existe asimismo la compresión o tracción 
longitudinal , según los casos , en el ala de la sección que debe considerarse en él dimensionamiento de esta 
sección de arranque de voladizos. La figura 2 muestra de forma esquemática esta situa ción . Para detall es ver la 
referencia [2]. Aparece en estos casos una cierta controve rsia acerca de cómo debe combinarse las áreas de las 
armaduras transversales. En efecto, la armadura superior A~ de la figura 2 debe resistir en tracción la flexión del 
voladizo y además colaborar, medi ante tens iones de corte, con la inferior A1 en la resistencia de los rasant es. 
Este doble trabajo de la armadura superior y su colaboración con la infer ior, plantea algunas condiciones acerca 
de la distribución del área total precisa entre ambas armaduras para las que no existe unanimidad. Ver por 
ejemplo el capítulo 14 de [1J. 

Disposición de armaduras en losas 

Entrada de datos 

Unidad fundamental de longitud [mm Unidad fundamental de fuerza kN 

Datos del hormigón (incluidos los coeficientes de minoración) 
Espesor de la p laca h 300 .0 mm 

Módulo de elasticidad tangente inicia l EcI 31 .072 kN/mm2 

Ten sión máxima de compresió n ( 0.015 kN/mm2 

Deformación de rotura por compres ión Eco 0.0038 -

Frac ción de la tensi óncorrespondiente a Etu respecto fe' ~ 0.850 -

Datos del acero (incluidos los coeficientes de minoración) -
Módu lo de elast icidad inicial E'I 200 kN/mm2 

Módulo de elast icida d co n endurec imiento por deformación inicial E' 2 O kN/mm2 

Tensi ón dc plastificaci ón f,y 0.4435 kN/m m2 

Deformaci ón de rotura E~u 0.02 -

Esfuerzos de axlles y momentos flectores producidos por las acciones de servicio 
En la dire cción I NII -0.30 kN/mm M il 0.00 kN mm 

En la dir ección 2 N21 0.00 kN/mm Mn 120.00 kN mm 

En la dirección tange ncia l de I a 2 Nl2 0.22 kN/mm Mil 0.00 kNmm 

Armaduras superiores Fam il ia J Familia 2 Fam ilia 3 Familia 4 FamiliaS 

Direcci ón cn plan ta ex; 90 O o scxa g. 

Arca x unidad dc long itud 11 , 1.0900 0.2725 nun 2/mm 

Recubrimiento r; 40 40 mm 

Armaduras inferiores Familia I Familia 2 Familia 3 Fam ilia 4 Familia 5 

Dirección de disposición a, 90 O o sexag. 

Arca en esa dir ección 11 , 0.2750 0.0688 mm2/mm 

Recubrimiento r, 40 40 mm 

N° de famili as de armaduras supe riores Ndirl 2 
N° de familias de armaduras inferiores Ndir2 2 

Coeficiente multiplicador de los esfuerzos de servicio 
Número de pasos cn los que dividimos A 

Figu ra 3.- Da/os del ejemplo de aplicación. 

Se supone que la losa en voladi zo tiene un espesor de 300 mm . Las armaduras se disponen en forma ortogonal, 
es decir, paralelas a la luz del puente (eje Ox ¡) o arm aduras longitud inales y las normales a éstas o armaduras 
transversales . Las densidades de las transversales superior e inferior, que resisten la flexión trans versal del 
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voladizo y el rasante 3 son respectivamente 1.09 mm2/mm y 0.275 mm2/mm. Las armaduras longitudinales no 
se han proyectado pero se dispone, como es usual, un 25 % de las transversales. Por consigu iente, se tiene dos 
familias de armaduras en la cara superior de la losa de intensidades A i = (1,09, 0,28)mm2/mm y otras dos en la 
cara inferior de densidades (0,275, 0,069) mm2/mm. Los ángulos de cada una de las dos familias de cada cara 
de la losa con el eje OXl son de 0° y de 90° respectivamente. El recubrimiento de todas las armaduras se supone 
es de 40 mm. Los materiales presentan unas propiedades de resistencia y coeficientes de seguridad típicos en 
estas estructu ras. El hormigón está caracterizado por f ey = 30 Nzmrn'' , y por consiguiente f; = 17 N/nun 2 y 
E ci = 31072 Nzmm'' . En relación con el acero se supone que fy k = 510 N/mm2 por lo que E s 1 = 200,000 
Nzrnrn", Es2 = O, fs y = 443,5 N/mm2 y e¿ = 0,02. Se han utilizado, por consiguiente, en el cálculo los 
valores de los coeficientes de seguridad para el hormigón y el acero de 1,5 Y 1,15 respectivamente. 
Los esfuerzos mayorados por un coeficiente>' = 1,55 son pif = (Nif, M if) con No = (-0,30, 0, 0,22) 
kN/mm y M o = (O, 120, O) mmkN/mm. 
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Figura 4.- Valores de las incógnitas bás icas de extensión en fu nción de A. 
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Figura 5.- Valores de las incógn itas básicas deflexion enfuncion de X 

La solución se determina mediante el programa de computador LOSA, que se basa en el procedimiento incremental
iterativo descrito. La entrada de datos de este programa se muestra en la figura 3. El programa permite com
probar el estado de las tensiones en el hormigón y en las armaduras a 1500 intervalos de carga en un punto 
de la losa. El cálculo se llevó a cabo en un pe Pentium 111 en un tiempo, mayor que el usado en en programa 
LAJA anterior, aproximadamente un minuto. Los resultados de este ejemplo , se presentan en forma gráfica 

.\ Es usual en la prácti ca pro fesional d isponer la mitad de la ar madura precisa por el es fuerzo rasante en la parte inferior de la losa 
y en la superior sólo la arm adu ra necesari a rara resistir la flexi ón transversa l o flexi ón del ca ntilever, Esta regla se ha util izad o para el 

proyecto de la a rmadura de es te eje mplo. 
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Figura 6.- Valores de los esfuerzos en el hormigón en/unción de ..t 
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Figura 7.- Valores de las tensiones principales en el hormigón en fun c íon de ..t 

en las figuras 4 a 9. Con objeto de reducir la salida numérica sólo se presentan los valores correspondientes 
a los últimos pasos de carga. A continuación se resumen algunos de estos resultados correspondientes a los 
valores del parámetro de mayoración A = 0,986 para el cual se produce el ELU, es decir, para los valores de 
las acciones de servicio multiplicadas por un coeficiente de seguridad igual 1.50 . 

Para el valor del coeficiente de mayoración A = 0,986 se obtienen los siguientes resultados: 

• Valores de las incógnitas básicas: 

() = 62,0680	 e l = 1 126 , x 10-3 , e2 = -4 ,471 x 105 

ifJ = 67,0510	 
K:1 = 1,417 X 10-5 

, K:2 = 9,200 x 10-8 

• Las tensiones principales en las caras superior e inferior del hormigón expresadas en kN/mm 2 son : 

ae2 = 1,496 X 10-2Cara superior 

Cara inferior acl = O,	 ae2 = -7,732 x lO- tl 

• Los esfuerzos principales en el hormigón, axiles en kN/mm y momentos flectores en mmkN/mm son : 

Axiles NcI = - 0,873, N e2 = -0,252
 

Flectores M el = 5,780, M e2 = 90,040
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Figura 8.- Valores de los axiles en las armaduras superiores en/ unción de A. 
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Figura 9.- Valores de los axiles en las armaduras inferiores en/ unción de A. 

•	 Las deformaciones en las distintas familias de armaduras son: 

Cara superior E} = 2,193 X 10-3 , E2 = 4,579 X 10- 4 

Cara inferior E} = -4,541 X 10-4 , E2 = -3,334 X 10-5 

•	 Los axiles que se producen en las distintas familias de armaduras en kN/mm son: 

Cara superior s, = 0,478 S2 = 2,495 X 10- 2
 

Cara inferior S} = - 2,497 X 10-2 , S2 = -4,585 X 10-4
 

2. Conclusiones 

Con el presente trabajo se ha pretendido mostrar la validez de las siguientes conclusiones: 

•	 La comprobación del estado de tensiones del hormigón y del acero de las armaduras distribuidas en una 
estructura bidimensional de hormigón armado se puede llevar a cabo de forma unificada mediante la 
aplicación sistemática de las condiciones de equilibrio , compatibilidad y constitutivas que se desarrollan 
dentro de la teoría de la elasticidad lineal. 

•	 El método que se presenta permite obtener, dentro de la filosofi a y formato usu ales en la práctica profe
sional del proyecto de estructuras de hormigón armado, la evolución de las características de la respuesta 
en un punto de la estructura, en función del coeficiente de amplificación de las cargas. En particular se 
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puede deducir los comportamientos en servicio yen el estado último de agotamiento de la sección en el 
punto de estudio, 

•	 El método propuesto exige un mínimo de recursos de computación y el esfuerzo de cálculo es pequeño. 
Mediante un computador personal Pentium III es posible analizar, en unos pocos segundos, la historia 
del comportamiento de una estructura bidimensional en un punto en función del valor incrementado de 
la carga . 

•	 La extensión del método propuesto a las situaciones de estructuras armadas con acero activo es irunedia
tao Las dificultades que pueden aparecer residen en la filosofia y formato inherentes a la comprobación de 
secciones por medio de una amplificación de los esfuerzos y a la no consideración del comportamiento 
no lineal de la estructura al acercarse las acciones a las de rotura. Esta situación puede exigir un replan
teamiento de los conceptos de seguridad de una estructura que debe ser erunarcada dentro de una teoría 
de la fiabilidad estructura!. 

•	 El método desarrollado permite ser utilizado dentro de una programa general de cálculo de estructuras. 
Como es conocido, estos programas generales de cálculo de estructuras están normalmente basados en 
el método de los elementos finitos y orientados a la ingeniería industrial y aeronáutica más que a la civil, 
es decir, a las estructuras metálicas más que a las de hormigón armado. Con el método de comprobación 
unificado de estructuras 2-D de hormigón armado propuesto se puede automatizar la comprobación al 
agotamiento en las distintas secciones de las estructuras tipo losa y lámina. Para ello mediante un simple 
postprocesador, a partir de los resultados, en tensiones o esfuerzos, obtenidos del programa general en 
elementos finitos, se puede comprobar de forma automática la seguridad de la estructura. Es posible tam
bién para una malla y densidad de armaduras definidas obtener en una estructura bidimensional isolíneas 
de coeficientes de seguridad en ella . 

•	 La conversión del método de comprobación propuesto en otro de dimensionamiento se puede llevar a 
cabo mediante técnicas de optimización bien directamente o dentro del programa de postproceso antes 
citado. En efecto, existen módulos de optimización en algunos programas generales, que permiten definir 
como variables de control a determinar, ya las áreas de las armaduras y/o sus inclinaciones en planta, de 

forma que minimicen para los result ados de un cálculo, que puede contener una o varias hipótesis, una 
función objetivo especificada (cuantía de acero , distribución homogénea de la seguridad etc .) con las 
pertinentes restricciones del proyecto. 
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