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RESUMEN

Las armaduras en estructuras bidimensionales de hormigon
(losas y laminas) se suelen disponer en dos direcciones,
tipicamente ortogonales. Sin embargo, a veces,
particularmente en zonas en las que las tensiones principales
son elevadas, se disponen mas de dos familias de armaduras
v si la geometria del contorno de la estructura no es regular
o no es rectangular es preciso colocar familias de armaduras
Sformando angulos oblicuos entre si. En general, las
direcciones de las tensiones principales en un punto de una
estructura bidimensional no coinciden con las de las
armaduras, lo que implica una incertidumbre acerca del
trabajo de éstas. Esta problemdtica que aparece en el diseiio
usual de las estructuras de hormigon armado y pretensado,
no suele estar recogida en la mayoria de las instrucciones.
En particular, el tratamiento que presenta la norma espaiiola
HE acerca del armado de las estructuras y elementos
distintos de los monodimensionales, es decir, de la viga, es
muy escaso.

Este trabajo, que se ha dividido en dos partes, presenta un
tratamiento unificado de comprobacion de las armaduras en
estructuras bidimensionales. En esta primera parte se recoge
su aplicacion a estructuras, tipos laja y membrana, sometidas
a esfuerzos de extension, es decir, axiles y rasantes,
contenidos en su plano medio en el caso de lajas o en su
plano tangente a la superficie media en el punto de
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SUMMARY

Bypically reinforcement layout in two-dimensional concrete
structures (plates and shells) is designed as two steel bar
Jamilies placed in orthogonal directions. However, in some
cases, particularly in zones where high principal stresses do
not coincide with the reinforcement directions it is usual to
design an extra level of reinforcement obligue to the general
reinforcement. Also, in cases of biased plates may be more
convenient, from the construction point of view, to design the
direction of the bars reinforcement parallel to the sides of the
plate than an orthogonal bar layout. However, these situations,
that ofien occur in actual design of reinforced concrete
structures, are not contemplated in the majority of concrete
Codes and Recommendations. As an example, in the Spanish
Code HE reinforcement design and verification of structures
different to beams, like two dimensional structures, is scarcely
treated.

In this work, that is divided into two parts, an unified approach
to verify the reinforcement in two dimensional reinforced
concrete structures is presented. In this first part the
application of this approach to structures type membrane plate
and membrane shell, i. e. structures subjected to in-plane
stresses, longitudinal and tangential stresses, is shown. As is
standard, the stress resultants, that are obtained by means a
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comprobacion, si se trata de una membrana. Como es usual,
los esfuerzos, que se determinan a partir de un calculo
elastico y lineal, se mayoran mediante los pertinentes
coeficientes de seguridad para obtener los llamados esfuerzos
de calculo. En este articulo, las armaduras en el punto en el
que se comprueba la estructura se disponen con la maxima
generalidad, es decir, una o varias familias formando
angulos arbitrarios en planta, y colocadas bien en el plano
medio o simétricamente en planos paralelos equidistantes del
anterior y separados de las caras superior e inferior de la
estructura por los mismos recubrimientos. La segunda parte
de este trabajo, que representa una extension de la
metodologia al caso general de flexion-extension, es objeto
de una siguiente publicacion.

La metodologia en este trabajo tiene en cuenta las
ecuaciones, dadas por la elasticidad, de equilibrio,
compatibilidad y constitutivas entre los esfuerzos conocidos y
las tensiones y deformaciones en ambos materiales, hormigén
y acero. Naturalmente, la ecuacion constitutiva del hormigon
no considera su resistencia a traccion, y por concrecion se
utiliza la conocida pardbola rectangulo con posibilidad de
rama descendente. Para el acero se supone para la relacién
tensiones-deformaciones un diagrama bilineal, es decir, se
tiene en cuenta el posible endurecimiento.

El calculo, que se lleva a cabo mediante un simple programa
de computador, permite obtener en pocos segundos las curvas
de las tensiones y de las deformaciones en cada una de las
Jfamilias de barras, asi como de las tensiones principales en
el hormigon en funcién del factor de amplificacién de los
esfuerzos. De esta forma se deduce el nivel de seguridad que
se alcanza en un punto de la estructura de hormigon armado.

linear elastic analysis, are amplified by a set of safety coefficients
in order to reach the so called verification stress resultants. In this
paper the reinforcement verification at a point is assumed to be
designed with the maximum generality, i. e. it can have either an
arbitrary number of curtains of reinforcement, one in the middle
plane or two or more symmetrically placed respect to the middle
plane of the structure and for each curtain of reinforcement two
or more bar directions. The second part of this work, that is an
extension of the presented methodology to the general case of
plates and shells subjected to bending and axial stress

resultants, will be published in a following issue.

In the methodology used in this work the standard elasticity
equations, namely, equilibrium, compatibility and constitutive
equations, among the known stress resultants, stresses and strains
of the two materials, concrete and steel, are applied. In the
constitutive equations for the concrete its tension strength is not
considered and in order to be specific a parabolic-rectangle
diagram with a descendent branch is used. For the steel an
elastic-plastic behavior is assumed, that is represented by a bilineai
stress-strain diagram and in this way hardening effects can be
simulated.

In order to carry out the proposed procedure to verify the
reinforcement and the concrete the use of a desk-top computer
generally is required. By application of a simple computer program
it is possible to obtain in a few seconds the curves representing the
paths of the strains and stresses of each reinforcement family and
the principal stresses in the concrete as function of the
amplification factor. In this way the safety level at the point under
study of the reinforced concrete structure can be obtained.

1. INTRODUCCION

En el dimensionamiento y comprobacién de estructuras de hormigén armado se suele distinguir dos fases bien diferencia-
das: la determinacion de los esfuerzos y la posterior comprobacion de la armaduras a partir de éstos.

Tradicionalmente, el calculo de esfuerzos en las estructuras de hormigdn armado se basa en la hipétesis de que el material
es linealmente elastico, isétropo y homogéneo. Un célculo de este tipo se conoce como eldstico y es muy utilizado en la
practica profesional. Por sus caracteristicas este analisis es adecuado para predecir el comportamiento de la estructura
bajo cargas de servicio o de funcionamiento.

Naturalmente es posible plantear un calculo que tenga en cuenta el cardcter no lineal, no homogéneo y anisétropo del
material hormigon armado, con la interaccion del hormigén, que se fisura al producirse tracciones, y del acero, capaz de
resistirlas. No obstante, dada su complejidad el calculo de esfuerzos basado en este planteamiento y que se conoce como
calculo plastico no es usual cn la practica.

En relacion con la comprobacion de las armaduras y del hormigén, en estructuras de hormigon armado, existen de forma
semejante dos posibilidades. La primera supone que tanto ¢l hormigén como ¢l acero se comportan lincalmente, si bien el
hormigén ecs incapaz de resistir tracciones. Este procedimiento de dimensionamicnto se sucle llamar eldstico y no se
recomienda en las instrucciones actuales de hormigon armado. La segunda posibilidad reconoce en ¢l dimensionamicnto
de las secciones de hormigén armado el hecho del comportamiento no lineal de ambos materiales y comprucba el estado
tensional de los mismos de forma coherente. Este procedimiento de comprobacion se denomina pldstico.

Por consiguicnte, al combinar de forma razonable los tipos de célculo de esfuerzos y de comprobacion de tensiones que
se acaban de comentar, s¢ pucden distinguir los tres métodos siguientes de disefio de estructuras de hormigon armado:
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Método eldastico-plastico, practicamente abandonado. La instruccién [19] ha sido la ultima norma espafiola que lo ha
utilizado.

Método eldstico-plastico, indudablemente el procedimiento usual de disefio de estructuras de hormigoén armado. La
norma actual espafiola [4] sc basa en este método.

Método eléstico-plastico, sin duda el mds riguroso y coherente, ya que utiliza la misma filosofia en ambas fases del
dimensionamiento.

Como se ha indicado, de los procedimientos anteriores de diseiio de estructuras de hormigén armado, el mas utilizado en
la practica profesional actualmente es el eldstico-pldstico. No obstante es el método pldstico-pldstico el que mejor repro-
duce el complejo comportamiento de estas estructuras, pero su aplicacion se limita al disefio de estructuras singulares, o
a las que han experimentado un colapso para explicar las causas del mismo. Debido a la presente accesibilidad de compu-
tadores potentes, necesarios en el intensivo calculo que conlleva este método riguroso, se hara cada vez mas creciente su
aplicaci6n al disefio de estructuras. El desarrollo del método pldstico-plastico es actualmente importante, como lo mues-
tra la intensa actividad existente en su desarrollo. En este contexto merecen citarse los trabajos pioneros de [20], las
importantes contribuciones de Schnobrich [18] y Gupta [6] [8] [7] [9], y los recientes trabajos de Mang [13] [12].

2. OBJETIVOS

En los siguientes apartados se presenta un procedimiento tipo eldsto-pldstico de comprobacion tensional de losas de
hormigon armado. Se pueden distinguir tres formas de trabajo en las losas, denominandose /aja, si esta sometida solamen-
te a esfuerzos axiles, placa si los unicos esfuerzos actuantes son de flexién pura y simplemente losa si se encuentra
sometida a esfuerzos combinados de flexioén pura y axiles. La caracteristica fundamental de este procedimiento reside en
la unidad del tratamiento que se aplica para la evaluacion de los estados de tensiones que se producen tanto en las
estructuras de laja como en las de placa y de losa. Esta unidad de planteamiento se alcanza a costa de introducir unas
simplificaciones que, no obstante, permiten una evaluacion de las tensiones suficientemente exacta.

3. ESTADO DEL CONOCIMIENTO

Se han llevado a cabo numerosas investigaciones con el objetivo anterior, si bien las primeras no incluian el efecto de las
posible fisuracion en la capacidad resistente de la seccion (ACI Committee 334 [1], Rosenblueth [24], Paduart [21]).
Posteriormente se comprobé el importante papel que la fisuras representaban en el mecanismo de transferencia de los
esfuerzos a las tensiones en el hormigdn y las armaduras. Por consiguiente se desarrollaron sucesivas teorias que incluian
la fisuracion en el hormigén en la comprobacién tensional y que intentaban replicar los resultados experimentales existen-
tes. Inicialmente Suenson [27] y Leitz [14] supusieron que las fisuras eran normales a la armadura y sélo consideraron
ecuaciones de equilibrio, obteniendo resultados contradictorios. Posteriormente Peter [23] y Ebner [5] plantearon mas
correctamente el problema al suponer que las primeras fisuras aparecian perpendiculares a las direcciones de las traccio-
nes principales ¢ independientes de la posicién de la armadura, al menos en las fases iniciales de la fisuracion. En su
analisis, que incluia las ecuaciones de compatibilidad, dedujeron la existencia de tensiones adicionales debidas al roza-
miento entre fisuras. En las publicaciones [15] y [29] se determina el estado final de rotura de la seccion utilizando las
ecuaciones de equilibrio y se deduce la direccién de las fisuras mediante la condicion de minimo de la energia de defor-
macion.

Mencion especial merecen las contribuciones de Baumann en Alemania y Gupta en los EEUU. Las del primero se encuen-
tran resumidas en las publicaciones [2] y [3]. En ellas se plantea el problema de forma correcta, utilizando las ecuaciones
de cquilibrio y de compatibilidad asi como el principio del trabajo de deformacién minimo, para obtener una solucién
satisfactoria. Numecrosos graficos y tablas permiten la aplicacion practica de su método de comprobacion y
dimensionamicnto de las armaduras dispuestas en malla ortogonal. Es interesante observar que en sus trabajos Baumann
intuye la existencia de una rotacién de las fisuras a medida que se incrementan los esfuerzos actuantes, ya que obtiene dos
valores de la inclinacién de la fisuracién segun la armadura se encuentre en fasc elastica o en plastificacion. El segundo
autor presenta una scric de publicaciones [6] [8] y [7] en las que analiza todos los aspectos del problema. Finalmente, en
la referencia [25], sc presenta un panorama muy completo del estado actual del problema, y sc indica las aportaciones mas
relevantes realizadas hasta la fecha.

Los anteriores estudios se centraron en el caso especial de armaduras dispuestas segin dos direcciones, normalmente
ortogonales cntre si. Una importante generalizacion a esta situacion se debe a Medwadowski, quicn, en la referencia [16]
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formulo la comprobacion de las armaduras en estructuras bidimensionales con esfuerzos dentro del plano, es decir, en
lajas y en membranas, planteando para cada nivel de intensidad de la carga un angulo variable de las fisuras. Los resulta-
dos obtenidos no difieren, en general, significativamente de los deducidos por otros métodos, como ¢l de Baumann [3].
Sin embargo, en la referencia [17] al estudiar, en el caso de esfuerzo de traccion unico, la influencia del angulo b de
desviacion de las armaduras, medido respecto a la direccion del esfuerzo principal de traccion, en la disminucién de la
capacidad dltima de la seccidn, observé una reduccion de esta capacidad desde un maximo para b=0a un minimo en
B=45°.

En este trabajo se pretende generalizar los resultados alcanzados por [16] para lajas y membranas o laminas sin flexiones,
es decir, estructuras sometidas unicamente a esfuerzos axiles, a otras estructuras de hormigén armado bajo otros esfuer-
zos. Se desarrollara aqui, por lo tanto, un procedimiento unificado de comprobacion del estado de tensiones en estructu-
ras 2-D de hormigon armado, que incluya, como caso particular, las membranas, y ademas permita el tratamiento de
placas y laminas a flexion (sometidas a esfuerzos de flexién pura), asi como a las losas y ldminas generales (bajo esfuer-
zos combinados de flexion y axiles), con una disposicion multidireccional de armaduras y formando éstas angulos cuales-
quiera entre si. Es decir, se consideraran mallas de armaduras constituidas por un nimero arbitrario de familias de barras
segun distintas direcciones. Algunas de estas situaciones pueden ocurrir en el armado de zonas de las esquinas de placas
y laminas, en las que las tensiones principales tipicamente no coinciden con las direcciones de armado y son elevadas, por
lo que se suele disponer una capa adicional de armaduras en dngulo oblicuo con el armado ortogonal general.

En el estudio que se expone no se tendra en cuenta la influencia de los esfuerzos cortantes con direccion normal al plano
medio de la estructura, aunque si evidentemente los esfuerzos cortantes contenidos en dicho plano, conocidos a veces por
esfuerzos rasantes. La caracteristica de la metodologia que se presenta para resolver el problema de dimensionamiento y
comprobacion tensional de las estructuras 2-D de hormigén armado reside en el uso para su resolucién de las ecuaciones
de equilibrio, compatibilidad y constitutivas, sin precisar ningtin criterio de minimo pero si se tiene en cuenta la variacién
de la inclinacidn de la fisura, cuando existe, con la intensidad de los esfuerzos. Este hecho, aparentemente singular, ha
sido confirmado en ensayos experimentales y previsto como resultado en otros métodos [23].

La metodologia se expone a continuacién de acuerdo con los siguientes apartados. En primer lugar, tras las pertinentes
definiciones bésicas, se resumen las hipotesis que se utilizan en la solucion del problema. A continuacion, en un siguiente
apartado, el planteamiento de solucién del caso laja, ya estudiado por Medwadwoski, se presenta segtin una nueva formu-
lacién que permite su extension a los casos de placa y lamina, los cuales se exponen dentro de un inico apartado posterior.
En este apartado se plantea el caso general de losa y lamina, que incluyen las situaciones de placa y laja, asi como las
andlogas de membrana y ldmina sin extension, como casos particulares. Finalmente, se muestran algunos ejemplos de
aplicacion de la metodologia de este trabajo que se resuelven mediante un sencillo programa de computador, capaz de
comprobar de forma practica el estado tensional de las armaduras de una estructura bidimensional en funcion del factor de
amplificacion de las acciones.

4. DEFINICIONES

Una losa se define como una estructura 3-D o tridimensional cuya superficie media es un plano y su espesor h es pequefio
respecto a las dos restantes dimensiones. En el estudio elastico de la losa se suele disponer un sistema cartesiano dextrogiro
de ejes globales trirrectangular de coordenadas Ox, x,x, de forma que los ¢jes Ox, y Ox, se encuentren contenidos en el
plano medio y por lo tanto el ¢je Ox, sea perpendicular al mismo (Figura 1).

X3

Figura .- Esfuerzos de losa.
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Los esfuerzos, que existen en un punto del plano medio de la losa, se pueden dividir en dos grupos, que se representan en
la figura 1:

1. Los esfuerzos contenidos en el plano medio o de extension, que se describen mediante un tensor N cuyas componentes
son axiles y cortantes dentro del plano.

2. Los esfuerzos fuera del plano o de flexion definidos por un tensor de momentos flectores y torsores My el vector de
esfuerzos cortantes Q normales al plano.

Bajo ciertas condiciones de cargas y contorno en la losa, el comportamiento de esta puede degenerar en uno en el que sélo
aparecen esfuerzos de uno de los dos grupos anteriores. A continuacién se describen estos dos casos.

La /aja constituye un caso particular de la losa cuando estd sometida a acciones que producen tensiones significativas
cuyas resultantes o esfuerzos son fuerzas contenidas en su plano medio. Todos los esfuerzos de la laja se representan por
un tensor N = (V) = (N,sN,,/N,,;N,,) en el que la componente Nj}_ representa la resultante de las tensiones o, que actian
en la seccion x =constante y con direccion segun Ox}. . Los esfuerzos N, son axiles positivos (traccién) o negativos
(compresion) y los N, = N, corresponden a esfuerzos de corte en el plano, a veces denominados rasantes.

Otro caso particular de losa corresponde a la placa. En ella las acciones generan tensiones significativas que conducen a
esfuerzos momentos flectores y torsores asi como a esfuerzos cortantes cuyas direcciones son normales al plano medio de
la losa. Los esfuerzos de flexion y torsion se describen por el tensor M = (MU_) =(M,;M ;M,,:M, ), cuya componente M;‘;
es positiva si produce tensiones positivas o en la zona positiva de la seccién x,, es decir, en la zona de coordenadas tales
que x, > 0. La tensién o}, es positiva si su componente frontal sobre la cara xi coincide con la direccién positiva del eje
Ox. Ademas de los esfuerzos anteriores en la placa existen otros denominados de cortante, que se recogen en el vector
cofumna Q=(Q)=(Q,:0,), cuya componente O, es la fuerza resultante de las tensiones cortantes o, que actiian sobre la
cara x, y su signo es positivo si su direccién en la cara frontal coincide con la positiva del eje Ox,. Normalmente estos
esfuerzos cortantes no son determinantes en el disefio de las placas y el hormigén sin armaduras es suficiente para resis-
tirlos, por lo que no se consideran en el calculo de la comprobacién tensional de las placas armadas que se lleva a cabo
mas adelante.

En la losa general o estructura /osa existe la combinacion de todos los esfuerzos anteriores, es decir, de N,M y Q, pero
como en el caso de la /aja no se tendrdn en cuenta los esfuerzos de cortante Q en la determinacion de la capacidad
resistente de una seccion de una losa'.

5. HIPOTESIS

El método, que se expone en los siguientes apartados, de comprobacion de la armadura de la losa en sus distintas formas
de trabajo, laja, placa y losa propiamente dicha, se basa en las hipétesis que se enumeran a continuacion:

a) Los esfuerzos de la losa se obtienen por medio de un célculo lineal y eldstico de ésta sometida a las cargas de servicio.

b) Para cualquier estado de acciones comprendido entre las del estado limite de servicio (ELS) y las del estado limite
ultimo (ELU) los esfuerzos se suponen que varian monoténica y proporcionalmente a las cargas existentes en dicho
estado de acciones. Como consecuencia de este recorrido de las acciones no se producen descargas en las tensiones que

aparecen debidas a los esfuerzos en la seccion que se considera. Por consiguiente si P es el vector de cargas que actiian en
el estado de servicio y que genera los esfuerzos expresados en forma vectorial Ny 6 M, o ambos, entonces cualquier
estado de cargas AP produce los esfuerzos proporcionales N*=A N, = (AN, AN,,; AN,,)T o bien M}
=AM = (AM, ;AM,,;AM ;)T 0 ambos. Se observa que las componentes de los esfuerzos mantienen proporciones constantes
entre si y el valor de A varia entre 1 y el coeficiente de amplificacion de las cargas y, que se considere en el agotamiento.
'La metodologia que se expone a continuacion se aplica a losas estrictamente pero puede ser extendida a estructuras 3-D tipo lamina
que aparecen como idealizacion de estructuras sélidas tridimensionales de pequefio espesor. La lamina se describe por una superficie
media, de simple o doble curvatura, con una ley de espesores funcion del punto de dicha superficie. Segiin el tipo de acciones a las que
esta sometida y las condiciones de contorno de la lamina, se distingue: la membrana con esfuerzos directos en el plano tangente de
cada punto, es decir, esfuerzos N, 1a ldmina a flexion pura cuyos esfuerzos son los momentos M y los esfuerzos cortantes Q y la
ldamina general que experimenta una combinacion de los dos grupos de esfuerzos anteriores. Se comprende que el comportamiento
en un punto de una ldmina puede llevarse a cabo de forma suficientemente aproximada estudiando, como losa, el de las tensiones
contenidas en el plano tangente de la superficie media de la 1amina, aunque es preciso considerar las posibles fucrzas de desvio de las
armaduras,
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Figura 2.- Mecanismo de transferencia de los esfuerzos en la laja.

¢) Las tensiones o, en cada capa (X;, x3+dx3} en un elemento diferencial dxldx2 se transfieren al hormigén y a la
armadura de forma que la suma de las capacidades resistentes de ambos equilibran aquellas en toda la seccién. Matema-
ticamente se escribe (Figura 2):

E2=C+S§ (1)

siendo Z=(Z,) = (Z11; Z12; Z21; Z22) el tensor que contiene los esfuerzos producidos por las acciones, C= (C)=
(C,;C,,;C,,;C,,) el tensor que contiene las componentes de la capacidad resistente del hormigény S = (Sy.)= (50000 Sy
§,,) el del acero indicativo de su capacidad resistente.

12’

d) Las barras de las armaduras sélo resisten esfuerzos longitudinales o axiles. No se considera, por lo tanto, los esfuerzos
cortantes que pueden resistir por su débil rigidez a flexion en el plano medio de la laja.

) No se tiene en cuenta el efecto del incremento de la rigidez media a traccion del elemento hormigon-armadura (tension
stiffening) con relacion a la proporcionada por la armadura sola. Este efecto es decreciente al aumentar el nivel de la
traccion en la armadura y esta producido por el hormigdn en traccion, adherido al acero, en la zona entre fisuras.

Las dos hipétesis anteriores conducen a una subestimacion de la resistencia del elemento hormigén armado, es decir, son
conservadoras.

f) El hormigoén sélo resiste a compresion, es decir, se desprecia su capacidad resistente a traccién dado su valor compara-
tivamente débil y la gran dispersion inherente al mismo.

g) Eventualmente, en un punto determinado de la losa aparece una fisura cuya direccién depende de la magnitud de las
tensiones actuantes, es decir, del coeficiente A de seguridad de las acciones. A lo largo de la fisura no se considera la
posibilidad de transferencia de cortante mediante mecanismos de rozamiento (aggregate interlock) o de interconexion
del arido.

h) Existe adherencia perfecta entre las armaduras y el hormigén, es decir, no se considera la existencia de posibles
deslizamientos entre ambos.

i) Las leyes de comportamiento de los materiales se simplifican como sigue:

Para cl hormigén ¢l modelo constitutivo en compresiéon mas simple corresponde a un diagrama monodimensional tipo
parabola-rectangulo o en forma mas general con rama descendente, de acuerdo con las expresiones sugeridas por Hognestad
[10]:

Rama ascendente en compresion

[

Ufzfc_r[z"_f] con 0<¢g <g, 2)

. , . p 3 . L 4 - # - . . -
siendo f la tension maxima de compresion, que se sucle expresar en funcion de la resistencia a compresion /, medida en

probeta normalizada cilindrica, mediante la relacién f° = r_f.. Hognestad propone cl valor r = 0,85 para barras prismati-
cas, si bicn otros autores utilizan » = 1. La deformacién g, correspondiente a la maxima tension de compresion vienc dada
por la expresion
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G=2p (3)

en la cual E  es el médulo de clasticidad tangente inicial. Al diferenciar (2) se deduce:

do £
E_ = L=E |1-—F
e, O & )
Rama descendente en compresion
= " €.~ &
o.=f|1-(-5) e e, | ©ON &SE.SE, (5)

con f la fraccion de la tensién correspondiente a la deformacién dltima de compresién & respecto a la tensién méxima de

compresién f;. Los valores sugeridos en [10] son f# =085y &, =0,0038. Si se diferencia (5) se deduce el
siguiente médulo de elasticidad tangente de la rama descendente de compresién:

__1-B
E, = sw_gufc (6)

. . . - . . - .
De la observacion de las ecuaciones constitutivas anteriores se deduce que s6lo se precisa conocer los parametros f, y

E_ para definir el comportamiento del hormigén.

En las anteriores ecuaciones no se considera la resistencia del hormigén a traccién ni su comportamiento a lo largo del
tiempo bajo cargas elevadas de larga duracion asi como efectos de los decrementos e incrementos sucesivos de las tensio-
nes.

El modelo constitutivo anterior utilizado para describir el comportamiento del hormigén es monodimensional, es decir,
no tiene en cuenta la existencia de un estado 2-D de tensiones. Una formulacién general que tenga en cuenta estados
bidimensionales de tensiones en el hormigén se puede escribir en la forma

Ou = L‘(gci 'Scz) i= 1’2 (?)

siendo respectivamente 0 ; y £, las tensiones y las deformaciones principales de los correspondientes tensores actuantes

en el punto. Se han utilizado distintos modelos de ecuaciones en la literatura técnica con este fin, perteneciendo la mayoria
de ellos a una de las tres clases siguientes:

Modelos plasticos,
Modelos endocronicos y
Modelos elasticos no lincalcs.

El ajuste de los parametros de cstos modelos del material hormigén se basan en los estudios experimentales llevados a
cabo por Kupfer y otros [11]. Por otra parte presentan especial interés los resultados obtenidos por Vecchio y Collins [28]
tras una intensa investigacion experimental en elementos de hormigén armado sometidos a esfuerzos cortante puro. Estos
autores sugieren la siguiente relacion que muestra la influencia de la maxima deformacién de traccion en la compresion
principal del material hormigén armado®:

2
£ £ S !
= Dez | ek Car L e S |
3 f2mut £ con fr 0’8 +0,I?0£|

cu (4]

2 Estos autores también han prescntado una expresion que permite evaluar cl efecto de fensién stiffening cn ¢l material hormigon
armado.
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La inclusion de estas ecuaciones constitutivas mas realistas en el procedimiento de calculo que se presenta no significa
ninguna dificultad conceptual pero si una mayor complejidad de calculo y de exposicion tedrica al ser preciso tener en

cuenta la variacion de la tension en el hormigén al producirse un cambio en una de las deformaciones principales.

. Para el modelo constitutivo del acero se supone que éste es un material monodimensional cuyo diagrama tension-

deformacion es elasto-pléstico perfecto tanto en traccion como en compresion.

- Fase elastica en tensién o compresién primarias

o,=E,¢ E,=E, si O0S|[g<

s 1™ 2
- Fase plastica en tensioén o compresion primarias

E:I
E

o, = Eslg: ifsy{l_ } LR El’s = EJ’! si

51

El médulo de elasticidad tangente se designa por

®)

®)

Al no considerarse, por simplicidad, la existencia de descargas de las tensiones no se tiene en cuenta el efecto Bauschinger.

Las hipétesis y simplificaciones anteriores permiten predecir la capacidad resistente en un punto de la laja asi como la

direccidn de la fisura en concordancia aceptable con los resultados experimentales.

6. ARMADURAS EN LAJAS Y MEMBRANAS

6.1. Planteamiento del problema

La laja se supone que es de hormigén armado con una armadura conocida, que se dispone en el plano medio de la laja o
bien se reparte de forma igual en dos planos, superior e inferior, equidistantes de dicho plano medio y evidentemente
protegida del exterior por un recubrimiento. La armadura est4 constituida por varias familias de barras rectas paralelas
igualmente espaciadas y cada familia i= 1, 2,....N se define por su intensidad de armadura 4 expresada en drea de su
seccion por unidad de longitud de separacién (por ejemplo cm?cm o mejor en unidades coherentes como mm*mm) y
seglin su direccién medida por el dngulo @; que forma cada barra con el eje O ,. En la Figura 3 se muestran estos datos,

con A, la armadura resistente al esfuerzo axil situada en planta con un éngulo ;.

P
>

d

A

/ |

Az

Figura 3.- Disposicién de las armaduras de la laja.
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Por otra parte se conocen los parametros que definen las leyes del comportamiento de los dos materiales, hormigon y
acero, que se ha descrito en el apartado 6 anterior.

El hormigén se define por los pardmetros que se suponen son datos: El médulo de elasticidad inicial £y la resistencia
caracteristica f; ; se admite que ﬂ =085ye¢, = 0,0038 . Respecto al acero los parametros que se consideran datos

son el médulo de elasticidad £, la tensién de plastificacion f, la deformacién de rotura £, y el médulo de elasticidad

con endurecimiento por deformacién inicial £ ,.

Como es usual en el dimensionamiento de las estructuras de hormigén armado, se adopta el criterio de que en el hormigoén

la deformacion &,y la tensidn s_tienen signo positivo si son de acortamiento y compresion respectivamente. No obstante,

la deformacién & y la tension O, en el acero se toman positivas cuando son alargamiento y traccion.

Las ecuaciones de equilibrio (1) en un elemento diferencial de laja dx,dx,, en un punto determinado, se escriben como
sigue

h h N
A fﬁ o,dx, = fﬁ O dx,+ > 0,4, con ij=12 an
2 2 k=1

con h el espesor de la losa, O las tensiones de servicio producidas por los esfuerzos N, enel puntoy 1 el coeficiente de

amplificacién de las acciones exteriores de servicio que producen estos esfuerzos. Las tensiones resistentes del hormigén

y del acero en el elemento se designan respectivamente por O, i Y Osij -

Finalmente, un planteamiento correcto del problema exige la consideracion de las ecuaciones de compatibilidad. Para
ello se utiliza un método en rigidez y se adoptan, por lo tanto, tres incégnitas basicas. Las dos primeras son las deforma-

ciones longitudinales principales en el hormigén &, y &, con valor positivo si corresponden a alargamiento y con la
notacién tal que &, = &, . La tercera incdgnita basica es el 4ngulo ¢ de la direccién principal de &, con el eje Ox,. Enel

caso de que &, sea alargamiento, es decir, & >0, entonces este angulo coincide con el que forma la direccién de las
fisuras con el eje Ox, (Figura 4). El dngulo ¢ se mide con el sentido antihorario positivo, a partir del eje Ox, y su rango

- B E
de variacion es de 2’9

A partir de estas incognitas se deducen las tensiones principales en el hormigén mediante la aplicacion de las ecuaciones
(2) a (6), con lo que resulta:

o-cl = o-c(_ gl) t] o-c2 = o-r.'(_ 82) (ll)

“Oe2 fisuras si s, =0

I'Gci
3

\
h
Gel 0 Oec2

Figura 4.- Componentes de los esfuerzos resistentes del hormigon.
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Las componentes del tensor de tensiones segtn los ejes son:

G, =0.,c0s0+0_,sen’0 =0 (-¢ )cos? 0 +0o_(-¢,)en 20
0. =0,5en'0+0_,c08'0 =0 _(-¢ )en 0 + o (- &, )cos 0 (12)
0.,=(,-0c,)kenbcosd =[o.(-¢,)-0c.(-¢,)ken 6 cos 0

Las componentes segun los ejes de los esfuerzos axiles resistentes en el hormigdn, que miden la capacidad resistente de
este material en la seccidn, se obtienen integrando las ecuaciones anteriores (12) a lo largo del espesor de la laja, con lo
que se llega al siguiente resultado:

h
N, =[4 o,dx, =ho, i,j=12
’ (13)
Los esfuerzos principales resistentes del hormigén se escriben, de forma analoga, como sigue:
N, =ho, i=12 (14)

En relacién con el acero, la deformacién longitudinal £ en las barras de la familia i de armaduras se obtiene de acuerdo
con las ecuaciones de la elasticidad como sigue:
g, =¢6cos’(@-a)+e,sen?(@-a,) (15)

H

El esfuerzo axil, SI, de traccién o compresion, en una barra de la familia I como la que se representa en la Figura 5, se
deduce mediante las ecuaciones constitutivas del acero y su valor es:

Si= Mo () » 1= N2 N (16)
o bien al expresarlo en funcién de las incognitas basicas se escribe:
S, =5,(e1.6,0) (17)

siendo
S.(€;,€,,0) = AI.O',[ZE', cos (0 — @,)+ £,5en 2(6 - a,)] s P22 lN

As» 4s

SIE

%i [ s12

\J

/s

Si’ Vs

Figura 5.- Componentes de los esfuerzos resistentes de una barra.

El esfuerzo S:_ de la barra produce las siguientes componentes de tension, en la capa del plano en el que esta situada,
referidas a los ejes de coordenadas (Figura 5):

= = 2 = = 2 = = =
S, =o', =S,cos’a, S,,=c' =S ;sen’a, S, =0, =0, =S sena cosa, (18)
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La capacidad resistente de la armadura [ se mide, por lo tanto, por las componentes de los esfuerzos resistentes de esta
armadura, es decir:

N:jk 30':;1 Jk=12 (19)

Al considerar el total de las armaduras, que estd compuesta por N barras, las ecuaciones (19), se transforman en las
siguientes que permiten obtener las componentes de los esfuerzos resistentes debidos al acero:

N N
N, = Z Nllll =z Si(el!EZ‘g)coszaI

i
"

=
"

M=
>

2 =), 8,(&,6,,0)sen’a,
i=1 i=1 (20)
N N
Ny, =Ny = Z Ny, =Z S,(g,,¢,,0)sena, cosa,

i=1 i=l

Las ecuaciones de equilibrio de fuerzas del elemento diferencial en un punto de la laja (10) se pueden expresar en
términos de esfuerzos:

-Ny;+Ny,=AN,, =12 (21)
en las cuales el signo negativo a los esfuerzos resistentes en el hormigoén aparece al proyectar sobre los ejes y tener en
cuenta el sentido adoptado para las tensiones en este material. Las ecuaciones (21) constituyen un sistema de ecuaciones

no lineales en las incégnitas béasicas g,, &, y @, las cuales se pueden expresar de un modo explicito como sigue:

N

- ho (-£)cos* 0 - ho (-¢,)sen’0 + )" S,(e,,£,,0)cos*a, = AN,
i=1
N

—ho (—&)sen’d — ho (—&,)cos 0 + Z S,(e,,¢,,0)sen’a, = AN,,
i~ (22)

N
~[ro(-2)- ho (~¢,)]sen 8 cos 6 + Z S,(¢,,€,,0)sena, cosa, = AN,
i=1

6.2. Solucion

El sistema de ecuaciones (22), que ha sido deducido en el apartado anterior, representa un planteamiento del problema en
movimientos, es decir, se consideran las ecuaciones de equilibrio en las que intervienen los esfuerzos, los cuales se
expresan en términos de los movimientos o, en este caso, de las deformaciones. Utilizando esta metodologia, el conjunto
de ecuaciones de equilibrio se reducen a tres en las incégnitas basicas siguientes: Las dos deformaciones principales ¢, ,
&, yeléngulo @ de inclinacion de la fisura o perpendicular al esfuerzo maximo principal en el hormigén.

Con objeto de simplificar la notacion se describe el sistema no lineal (22) en forma matricial como sigue:

k(¢, &, O=AN, (23)
siendo
N,=(N,, N,

7
"oy NII)

Se observa que todos los términos &, i = 1, 2, 3, del vector k de dimensi6n 3x1, dependen de las incégnitas basicas y
que el vector independiente de dimension 3x1 es simplemente el vector columna de dimension 3, que contiene los esfuer-

zos de servicio, multiplicado por el coceficiente de amplificacion A.

El caracter no lineal de este sistema de tres ecuaciones (23) exige en gencral un método de solucion numérico®. Un
procedimiento simple de resolucion del sistema de ecuaciones (23) es de caracter iterativo.

’ En algunos casos simples [22] [8] con un comportamiento lineal del hormigdn y con una armadura constituida por una malla ortogonal
de barras se puede reducir el sistema no lineal anterior a una ecuacion de cuarto grado en tan 0.
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En este procedimiento se supone en cada iteracién un valor inicial de @ y seresuelvenen g,y &, dos de las tres
ecuaciones del sistema. Si se simplifican las ecuaciones constitutivas de los materiales suponiendo que son lineales, la
resolucion de este sistema de dos ecuaciones es inmediata y directa, al ser lineales. Incluso, en el caso general de que este
sistema de ecuaciones sea no lineal, se puede resolver por medio de una iteracién muy simple, dada la pequeiia variacion
que se produce en los valores de los mddulos de elasticidad secantes de los materiales. Una vez calculados los valores de
las deformaciones principales, se introducen en la ecuacion restante del sistema y se calcula en ella el valor del nuevo
angulo @ que se compara con el inicialmente supuesto. El proceso iterativo se detiene cuando el valor de la iteracién
anterior y el nuevo calculado de la incégnita @ coinciden dentro de un orden de aproximacion deseado. Este método
iterativo converge relativamente bien, aunque la eleccién de las dos ecuaciones que se resuelven exige comprobar que
constituyen un sistema no singular.

Un procedimiento alternativo de resolucion del sistema de ecuaciones anterior se basa en el método de Newton-Raphson,
el cual permite el estudio del comportamiento del elemento laja a medida que se incrementa el valor de coeficiente de
amplificacion A.

El sistema incremental en rigidez se expresa como sigue:

K dr=dp (24)
en el que se ha utilizado la notacion:
de, N,
K,=[kGj) , dr=|de,| , dp=diN,=di|N,,
dé N,

La expresion de la matriz tangente se obtiene a partir de las ecuaciones incrementales de equilibrio del elemento laja de
hormigdn armado y se obtiene, de acuerdo con [26] el resultado siguiente:

K,=C, +8S,
siendo la contribucion del hormigén a esta matriz
E.(-&)cos?6 E.(-&,)sen’d Asen 20
Cy=h| E,(-¢)sen?d E, (-¢&,)cos %0 — Asen 20

E. (¢ )sen@ cos@ —-E, (-¢,)send cos@ ~— Acos 26
con 4=o0, (— £ )—.o‘c (— 82) y la del acero

B,cos*(@-a,) B,sen’(@-a,) B,(-& +¢&,)sen2(0-a,)
S“':Z B, cos*(@-a,) B,sen’(@-a,) Bl,.(—s]+sz)sen 20 -a,)
1B, cos?(@-a,) By, sen’(@-a,) B,(-& +&,)sen2(0-a,)

con Bh = AJ'E.'I (ESI )COS i ai ’ BZI' = AI'EI'J (8”. )Scn lal ’ B]-i’ 4 A:‘E(t (g:i‘)sen ai cos al’

La resolucion del sistema (23) se lleva a cabo de acuerdo con un procedimiento estandar incremental iterativo basado en
el método de Newton-Raphson. Se pueden adoptar como componentes del vector inicial r las correspondientes a la
solucion elastica y homogénca.

Una vez obtenida la solucidn &6 0 para cada valor discreto de A se deducen las compresiones principa-
les o, i=1,2 en el hormigén usando la expresién (11). Naturalmente, se observa que, de acuerdo con las ecuaciones
constitutivas del hormigon, si la deformacién £; es un acortamiento, entonces la tension resultante es una compresion. Al
contrario, en cl caso de que la deformacion sca alargamicento la tension correspondiente en ¢l hormigén es nula. A partir
de las expresiones (12) y (13) se determinan las componentes del vector de esfuerzos representativo de la capacidad
resistente del hormigon. N_, i, j=1,2

En relacion con el acero, los esfuerzos axiles existentes en las barras de las distintas familias de armaduras, que pueden
ser tanto de traccion como de compresion, se calculan en funcién de las incognitas bésicas utilizando la férmula (17) y
las componentes de los esfuerzos que resisten todas las armaduras se obticnen de acuerdo con (20).
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6.3. Ejemplo de aplicacion

La metodologia desarrollada en los apartados precedentes se aplico a un caso estudiado en [16] correspondiente a una laja
de espesor &= 76,2 mm, en la que se ha dispuesto una armadura distribuida de forma homogénea segun tres direcciones

definidas por los angulos a; = (0“, 45 °,90°) y cuyas areas respectivas por unidad de longitud son 4,= (0,762, 1,524,
0,762) mm?*mm.

El comportamiento para los materiales, supuesto en el ejemplo publicado, ha sido elastoplastico perfecto para el acero y
lineal para el hormigén. Las propiedades de los materiales se simplificaron a un diagrama lineal para el hormigén de
modulo de elasticidad Ec = 24732 MPa y uno bilineal sin endurecimiento para el acero E , = 206850 MPayE = 0 con
una tension de fluencia de valor f, =276 MPa.

Los esfuerzos de servicio actuantes son N, = (0,088; 0,088; 0,175)" kN/mm, lo que implica al ser N\ N, — lez <0
que el punto de la placa se encuentra en traccién-compresion.

La solucion se determina utilizando el programa de computador LAJA basado en el procedimiento incremental anterior-
mente descrito. Este programa permite comprobar el estado de las tensiones en el hormigén y las armaduras en un punto
de la laja correspondiente a 150 intervalos de carga en un PC Pentium III en escasos segundos. En los pérrafos siguientes
se resumen algunos resultados obtenidos en las distintas fases del comportamiento del elemento.

1. Fase inicial elastica

Todas las barras se comportan dentro del rango elastico, sin entrar en plastificacion. Se obtienen los siguientes valores de
las incOgnitas basicas para 4 =
0 =29,025°;: ¢, =5,526 x10~; &, =-1,230 x10~*

con lo que resultan las correspondientes deformaciones en las barras:
e, = (3,940 x10 ;5,019 x10*;3,613 x 10 %)
Los esfuerzos que se producen en las barras son:
S,=(0,062; 0,158, 0,006) kN/mm

Los esfuerzos para los que cada barra alcanza la plastificacion resultan:
S, = Af =(0,210; 0,420, 0,210) kN/mm

Por consiguiente los factores de amplificacion que se tienen que aplicar para que cada una de las barras alcance la
plasticidad se obtienen dividiendo los valores anteriores por los esfuerzos de éstos para A = 1 y resultan:

1=(3,387; 2,658, 35,000)

es decir, la segunda familia de barras (barras dispuestas a 45° en planta) entra en plastificacién en primer lugar para
A =2,658. Para este nivel de las cargas se presentan los esfuerzos debidos a las acciones exteriores:

a) Acciones exteriores e incognitas

Axiles N = (0,233, -0,233, 0,465) kN/mm
Incognitas @ = 29,086°; £, = 1,480 x10*; ¢, = -3,425 x10~*

b) Resultados en el hormigon

Tensiones 0, = 0; o, = -7,874 x10 * kN/mm °*

Axiles N:l = 0; er = -0,600 kN/mm
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¢) Resultados en las armaduras

Deformaciones : 8“: = (1,049 x 10 '1; 1,333 x 10 _3; 0,881 x 10 = )
Axiles §, = (0,165, 0,421, 0,014) kKN/mm

2. Fase intermedia elasto-plastica

Con las barras de la familia 2 en situacion plastica, las siguientes que entran en plastificacion son las de la familia 1, para
el valor del coeficiente de amplificacion 4 = 2,841 . Se deducen para este nivel de las cargas los siguientes resultados:

a) Acciones exteriores e incognitas

Axiles N, = (0,250; -0,250; 0,500) kN/mm :
Incognitas 6 = 30,271 ° ; ¢ =1,891x107>; ¢, =-3,793 x10~*

b) Resultados en el hormigén
Tensiones o, =0; o, =-8,648 x10~ kN/mm ?

Axiles N, = 0; N, =-0,659 kN/mm

¢) Resultados en las armaduras
Deformaciones £, = (1,314 x 10; 1,744 x 107; 0,191 x 10~ )
Axiles Si = (0,207; 0,421; 0,031) KN/mm

3. Estado tltimo (plastificacion total)

Finalmente las barras de la familia 3 permanecen todavia en fase elastica hasta que las cargas se incrementa por el factor
A= 3,034, con lo que se obtienen los siguientes resultados:

a) Acciones exteriores e incognitas

AxilesNu = (0,267; -0,267; 0,534) kN/mm
Incégnitas @ = 25,601° ; ¢, = 8,633 x10~*; ¢, = —4,851 x 10 ~*

b) Resultados en el hormigén

Tensiones o, = 0; o, =-1,080 x10* kN/mm *

AxilesN_ =0, N, =-0,823 kN/mm

c¢) Resultados en las armaduras
Deformaciones £, = (6,931 x 10 *; 7,627 x 10 *; 0,122 x 10 )
Axiles S, = (0,210, 0,420, 0,192) kN/mm

Estos valores del estado tltimo por agotamiento se pueden calcular, si no se tienen en cuenta cl posible endurecimiento
del acero, dircctamente mediante el planteamiento de la ecuacion final de equilibrio de los esfuerzos en ¢l acero y en cl
hormigén en régimen pléstico.

Mediante el programa LAJA la situacién de agotamiento se produce, para el valor A = 3,050 ,con lo que se
obticnen los resultados practicamente iguales a los publicados en [16], y que sc resumen a continuacion:

Esfuerzos No = (0,268; 0,268, 0,537)

Incognitas r = (25,204, 9,535°107; -4,962°10)

Axiles en ¢l hormigon Nri =(); ch = -0,839 kN/mm

Deformaciones en ¢l acero ¢, = (6,93! x107%; 7,627 x107%; 1,217 x10 ~* )
Axiles cn el acero S, = (0,210; 0,420; 0,209)
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La evolucion de los resultados anteriores con el factor de carga sc representa en las Figuras 6 a 8.
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Figura 6.- Valores de las incognitas basicas en funcion
de A.

Figura 7.- Valores de las tensiones en el hormigén
en funcion de A.

Figura 8.- Valores de los esfuerzos en el acero en
Juncion de A.
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A la vista de los resultados obtenidos en este ejemplo parece pertinente hacer los siguientes comentarios:
1. La inclinacién de la fisura @ varia, girando, con la intensidad de la carga, es decir, la fisura no es estética.

2. El 4ngulo de inclinacion de la fisura no coincide con la direccién de la normal a la tension principal maxima de los
esfuerzos. Esta ultima es, en este caso

arctg 2
T=31'7”0

3. Al comparar las deformaciones &, perpendiculares a la direccién de la fisura se comprueba, en este ejemplo de aplicacién,

que el ancho de la fisura es mayor en la fase de servicio que en la de agotamiento. Se puede estimar que el ancho maximo
de la fisura que se produce en servicio es del orden de 0,254 mm.

Los resultados comentados en los apartados 1 y 2 anteriores, se pueden explicar al considerar la anisotropia inherente al
material compuesto hormigon armado- diferente del material homogéneo e isétropo hormigén- cuyas caracteristicas
dependen de las armaduras , tanto de su orientacién como de su densidad, asi como de la intensidad de carga. En efecto,
el nivel de ésta conduce a comportamientos elasticos o plasticos de las armaduras y por consiguiente a una variacion de la
resistencia del elemento hormigon armado.
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