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RESUMEN

Este trabajo aborda el andlisis del equilibrio de
una membrana con borde rigido. La idea de uti-
lizar las membranas en aplicaciones tales como
las pasarelas, una nueva tecnologia que se esta
desarrollando en Espafia, requiere un analisis
estructural muy ajustado. Debido a los esfuerzos
de traccion, la membrana se identifica a una su-
perficie con curvatura de Gauss negativa. De esta
forma, el equilibrio se expresa directamente por
medio de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales, en términos de la forma de la membra-
na y del tensor de esfuerzos. A partir de dichas
ecuaciones, se pueden considerar dos enfoques
complementarios, aqui lamados problema direc-
toy problema dual. Se analizan ambos problemas,
estudiando sus posibles soluciones con el objetivo
de obtener resultados practicos. En particular, se
profundizan los principales aspectos analiticos del
problema directo, se propone un método numéri-
co para la resolucién vy, finalmente, se presentan
ejemplos de solucién analitica y numérica.
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Notaciones

- Si f{x,y) es una funcién de dos variables,
utilizaremos la siguiente convencion:
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SUMMARY

This paper presents the equilibrium analysis of a
membrane with rigid boundary. The idea of using
membranes in applications such as footbridges,
a new technology being developed in Spain,
implies a more accurate analysis procedure. Due
to the tension stresses, membrane is identified to a
negative gaussian curvature surface. Equilibrium is
directly expressed by means of partial differential
equations, in terms of the membrane shape and
stress tensor. Starting from these equations, two
dual approaches can be defined, namely direct
problem and dual problem. Both problems are
analyzed, studying their possible solutions in
order to obtain practical results. In particular, the
main analytical aspects of the direct problem are
discussed, a numerical resolution procedure is
proposed and, finally, analytical and numerical
solution examples are presented.

Keywords: membrane; footbridge; rigid boundary;

eliptic problem; hyperbolic problem.

- Si T, l0=12y B =1,2) es un tensor del
segundo orden, utilizaremos la siguiente
convencion:
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— En algunos casos se utilizard la notacion
tensorial de Einstein'
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1. INTRODUCCION

La idea de utilizar estructuras de mem-
brana para nuevas aplicaciones en inge-
nieria civil, tales como pasarelas, implica
responsabilidades estructurales mas altas
y esfuerzos mas intensos debido a las
cargas de uso, a la forma muy rebajada
de la membrana y al fuerte pretensado
necesario para obtener la rigidez re-
querida; en consecuencia hace falta un
adecuado andlisis bidimensional (2-D).
En este contexto, se esta desarrollando
en Espafa una nueva tecnologia para
pasarelas (la membrana funciona a la
vez como tablero y estructura), de la cual
existe ya un prototipo (véase el trabajo
de Murcia, 2007).

En las pasarelas el pretensado de la
membrana es decisivo, porque gobierna
la rigidez de la misma para limitar su
deformabilidad en servicio.

Asi, el pretensado ha de tener un valor
importante y la fase de pretensado (pre-
tensado + peso propio) destaca clara-
mente como fase de referencia para el
analisis estructural y debe ser estudiada
de modo ajustado en el continuo bi-
dimensional que es la superficie de la
membrana.

Entonces, al estudiar la fase de preten-
sado, el peso propio de la membrana
es de muy bajo valor con relacién al
pretensado y puede no ser considerado.
Esto, irrelevante en el analisis (problemas
planteados y conclusiones), tiene alguna
ventaja de cara al disefio de la membra-
na, como se indicard al final.

Un factor central en el analisis de la fase
de pretensado, la de referencia como se
ha dicho, es el equilibrio de la mem-
brana, que relaciona los esfuerzos (de
pretensado, si no se considera el peso
propio) y la forma de la membrana, for-
ma de referencia para obtener la forma
en otras fases.

Como se verd en este trabajo, del equi-
librio por si solo se pueden deducir
bastantes cosas; y, en particular, la forma
de la membrana.

Esto ya sucede en el Método de la Den-
sidad de Fuerzas, unidimensional (véase

la referencia Linkwitz, 1999), basado
solo en ecuaciones de equilibrio. Este
método, muy utilizado en la practica de
las cubiertas para buscar la forma de la
membrana, modela ésta como una red
de cables (estructura unidimensional,
1-D) inscrita en su superficie.

Existen métodos que, deformando la
membrana (problema general: ecua-
ciones de equilibrio, compatibilidad y
material), obtienen formas de equilibrio
(Bonet and Mahaney, 2001; Tizel and
Erbay, 2004). Pero, si como se ve aqui,
s6lo con el equilibrio puede hacerse, es
mas directo, sencillo y natural obtener
tales formas sin deformar nada.

Cosa muy distinta es obtener la forma
de la membrana en otras fases a partir
de la de referencia, para lo cual hay
que deformar fisicamente la estructura
y reflejar esto en el andlisis.

Volvamos al equilibrio. Las ecuacio-
nes de equilibrio en membranas son,
claro estd, las mismas del analisis de
los estados de membrana en laminas,
ecuaciones bien conocidas (véanse, por
ejemplo, los trabajos de Timoshenko
and Woinowsky- Krieger, 1959; Haas,
1964; Flugge, 1973). Pero los problemas
son del todo diferentes.

Es muy importante destacar y explicar
la afirmacién anterior. Las laminas
son estructuras con rigidez material
(espesor, aunque sea pequeio) y asi
potencialmente con cualquier forma,
no hay que buscarla; las membranas son
estructuras sin rigidez material (espesor
minimo, rigidez por traccion) y hay que
buscar su forma. Las laminas pueden
tener esfuerzos de membrana de cual-
quier signo, compresion y/o traccion;
las membranas trabajan sélo a traccion,
con clara implicacion en su forma (de
tipo silla de montar en las abiertas o con
bordes, como aqui, o abombada en las
cerradas o inflables).

De esta forma, con las mismas ecua-
ciones, los problemas de equilibrio
son diferentes. Pero, ademas, hay que
subrayar que los citados analisis en
[dminas se limitan a casos particula-
res, normalmente a la obtencién de
esfuerzos de membrana para formas
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dadas, sencillas (elipsoide de revolu-
cién, paraboloide hiperbdlico, etc.), sin
entrar en la problemdtica matematica de
estudio de solucion o soluciones. Por el
contrario, aqui el estudio del equilibrio
se aborda de modo matematico con un
planteamiento, en principio, totalmente
general en esfuerzos y formas.

Por tanto, este trabajo estudia el equi-
librio de una membrana con bordes,
donde aparecen distintas ecuaciones
que ligan sus esfuerzos (de traccion) y
su forma. Para poder obtener algo de ahi
se plantean sendos casos, complemen-
tarios, fijando bien los esfuerzos o bien
la forma. Ambos problemas se analizan
matematicamente para ver qué ocurre.
En todo subyace la idea de ver si existe
isostatismo, esto es, si tan s6lo del equi-
librio se obtienen resultados.

En particular, los esfuerzos de membrana
se identifican con un tensor definido
positivo (s6lo tracciones) y su forma con
una superficie con curvatura de Gauss
negativa. El equilibrio se plantea directa-
mente a través de ecuaciones diferencia-
les en derivadas parciales. Asi, se define
el problema directo fijando el tensor de
esfuerzos y, de forma complementaria,
el problema dual fijando la forma de
membrana.

El hecho de que el estudio se particu-
larice a la fase de pretensado (y de que
en ella se desprecie el peso propio), tal
como se ha explicado mds arriba, no res-
ta generalidad a lo fundamental, como
se insistira al final del trabajo.

El trabajo se complementa con el analisis
de casos del problema directo con solu-
cién analitica y se implementa un proce-
dimiento numérico general para el que se
comprueba su eficacia por confrontacion
con los casos analiticos. Por otro lado se
presentan ejemplos de problema dual
analiticamente resolubles.

2. ECUACIONES DE EQUILIBRIO EN
LA MEMBRANA

Identifiquemos la membrana con una
superficie S con curvatura de Gauss
negativa. En particular, S es la gréfica
de una funcién z(x,y), definida en un
dominio acotado D del plano x -y, tal
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quez z -z’ <O (laFigura 1, idealiza
un elemento diferencial de membrana
dS y su correspondiente proyeccién dD
en el plano x - y, asi como los relativos

esfuerzos de membrana y proyectados).

Como se sabe, el peso de la membrana
es muy bajo y, en general, puede des-
preciarse para la fase de pretensado;
mas en particular para altos esfuerzos de
pretensado como es el caso. Entonces, en
esta fase no se considerara ninguna carga
asi que las ecuaciones de equilibrio serdn
homogéneas.

Con referencia a la Figura 2, si se indica
con Naﬁ (a=1,2y p=1,2) el tensor de
esfuerzos proyectados (esto es, fuerza por
unidad de longitud: tensién constante en
el espesor de la membrana), el equilibrio
plano se expresa como:

N\'x X + Nxvy = 0’
NN o @
xp,x wy

Ademas, tal como muestra la Figura 3, las
componentes verticales de los esfuerzos
pueden ser calculadas en términos de los
valores de N, y de las pendientes de la
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1. Elementos de membrana y
tensor de esfuerzos: membrana
y esfuerzos proyectados.

2. Tensor de esfuerzos proyec-

tados.
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3. Proyecciones verticales del

tensor de esfuerzos N .
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superficie S. De esta forma, equivalen-
temente, el equilibrio vertical se escribe
como:

(N z +Nz) +(Nz +NZ)

xx7x oy

esto es:

z (N\’\’X+N’()1)+Z (]Vur+]vj\y))
+Nz +2Nz +N z =0. 22)

Yoy

Finalmente, usando el sistema (2.1), las
ecuaciones de equilibrio en términos de
los esfuerzos proyectados N, se resumen
en el siguiente sistema:

=0 enD,
Ny, *N,,=0enD, 2.3)

Nz +2Nz +Nz =0enD.
xxxx Xy~ xy oy

N +N_
2 vy

XX, X

En la tesis de Viglialoro (2006) dichas
ecuaciones han sido calculadas también
en funcion de los esfuerzos de membra-
na N (esto es, fuerza por unidad de
Iongltud)

Usando las relaciones

2
N, = I\N/;y Jl+z2cosp = Iif;y e z;

1+z7

—
+
N

= 2 - A7
N.=N, J1+z} cosa =N _=

,ll+zz‘ 1/1+z
\/1+zzj x \/1+z

entre los esfuerzos proyectados N, y
sus correspondientes de membrana Nﬁ
(véanse las Figuras 1y 3), se obtiene el
mismo sistema (2.3).

24
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La utilizacion de la funcion de Airy H
ofrece una via util de estudio para el
sistema (2.3). H = H(x,y) es tal que:

H =N, H, =-N;H,=N_ 2.5)

Sustituyendo estas relaciones dentro
del sistema (2.3), la dnica ecuacion no
trivial es:

9. ISSN: (

Hz -2H z +H z =0.

XXy Xy Xy YT xx

(2.6)
La ecuacién (2.6) muestra que si se fija
el tensor Nﬁ definido positivo (esto es,
H >0yH_ H I—P >O) la funcién z
tiene que resolver una ecuacion eliptica.
Al contrario, si se fija una superficie z
con curvatura de Gauss negativa (esto
es, z.z, —zZ 0), la funcién H tiene
que resolver Una ecuacion hiperbdlica
(véase Hormander, 1964).

Asi, insistamos, el problema directo
consiste en fijar los esfuerzos (proyec-
tados) de membrana, mientras que en el
problema dual se fija su forma.

3. ECUACIONES DE EQUILIBRIO EN
EL BORDE

Una vez establecido el equilibrio de
membrana a través del sistema (2.3)
hace falta definir las adecuadas condi-
ciones de frontera. Para ello hemos de
analizar el equilibrio en el borde.

Identifiquemos, entonces, el borde
rigido por medio de cualquier curva
espacial cerrada C; C se parametriza
por (x(s), ¥(s), z(s)), siendo x(s), y(s)
y z(s) funciones de s definidas en un
intervalo I.

Sea f(s)=(f(s) £.() £.()

la fuerza (por unidad de longitud) que
actda a lo largo de C'y consideremos la
Figura 4. Enella, indicando con f= (f,f,)
la proyeccion en el plano x - y de £, se
refleja el equilibrio de borde a lo largo

de la frontera T’ = 0D = {(x(s), ¥(s)); se I}
proyeccién de C sobre el mismo plano
x - y. Mds exactamente, si dI" indica un
elemento diferencial de I al equilibrar
la fuerza f'con los esfuerzos de membra-
na proyectados N, se tiene el sistema

w/)'cz +)'/2dsfl-deXy+ dyN,_=0enl,
[ %2 +)';2dsfz-deyv+ dyN,=0enl,

esto es,

X+ f; = XN, PN enl,
/)-Cz +)~;2 L= )';Nw-)}ny en/, 3.1

siendo £, la componente horizontal en el

0883. elSSN: 1988-3234. doi: 10.3989/ic.08.038
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plano x-y de la fuerza ]’epartida f 4. Equilibrio de borde en el plano

horizontal.

y /, aquella vertical. Finalmente, indi-
cando con:

1
n=(n,n,) =—( y,x)
X7+ 90

el vector unitario normal a T, el sistema
(3.1) puede expresarse como:

ny =f,en I(cona =1y 2), (3.2)

o bien, en forma matricial,

N _N
xx oy nl _ ‘fll
NN, )
En la tesis de Viglialoro (2006) se ha
comprobado que el equilibrio tridimen-
sional calculado usando las variables
naturales /\/ ,f y C es equivalente al
bldlmen5|onal aqui considerado, en el

que intervienen sélo las variables pro-
yectadas N, , fy T

4. EL PROBLEMA DIRECTO: DEFINI-
CION Y PROPIEDADES

Condiciones de contorno para el borde
rigidlo

Las condiciones de contorno para el
problema directo se tienen que definir
sobre la forma de membrana z, la incég-
nita del problema.

En efecto, conociéndose Ny I (esto
es, x(s) y ¥(s)), la fuerza de’ borde fes
facilmente calculable a partir del siste-
ma (3.2).

En consecuencia, en el problema direc-
to, s6lo hay que fijar el valor de z a lo
largo de T, esto es la forma del borde
rigido.

Problema directo

Con referencia al sistema (2.3), fijemos
un tensor de esfuerzos N, definido en
un domino acotado D del plano x -y,
talqueN_>0yNN —N >0 (tensor
definido posmvo)

Si g es la funcién que define el valor
de z sobre T (esto es, g(s) = z(x(s),y(s))
describe el contorno rigido de la mem-
brana), se trata de hallar la superficie z
definida en D, tal que:

Informes de la Construccién, Vol. 61, 516, 57-66, octubre-diciembre 2009. ISSN:

N, tN, =0enD,

Xx,x

xX,X

N, tN, =0enD,
Nz +2Nz +Nz =0enD,

xx,xx

z=gsobrel.

Es facil comprobar que las condiciones
NW =0 (con a = 1,2) permiten escribir
el dltimo sistema en el siguiente, mas
comun, en forma divergencial:

Yopa Wozp ,=0enD, @1

z =g sobre .

Debido a que N, es definido positivo, la
ecuacion diferencial del sistema (4.1) es
eliptica; por lo tanto el problema directo
es un problema eliptico de Dirichlet,
esto es, un problema bien puesto. En
efecto, como puede comprobarse en
los conocidos trabajos de Brezis (1983)
y de Gilbarg and Trudinger (1998), la
Gnica solucion z (regular y estable) del
problema (4.1) es la que minimiza el
funcional

1 2
F(v)= EJ‘DZW 1NaﬁvavﬁdD

en el conjunto K = {v e H'(D) tal que
v-ge H/(D)}

5. SOLUCIONES ANALITICAS Y NUME-
RICAS DEL PROBLEMA DIRECTO EN
UN DOMINIO SIMETRICO

En esta seccion se analizaran algunas
soluciones analiticas y numéricas del
problema directo. Para ello se conside-
rard un dominio simétrico, que repre-
sentara un tipico perfil proyectado de
una pasarela.

Problema directo definido en un domi-
nio simétrico

Sea D el siguiente dominio del plano
horizontal

0883. elSSN: 1988-3234. doi: 10

.3989,
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D:={(xy)
talque —a<x<ay-y(x) <y < y(x)},

siendo y(x) una funcion positiva y simétri-
ca definida en I = [-a, a]. Si se fijan:

e en D un tensor (definido positivo) de
esfuerzos N, tal que N, , = 0 (con o =
1,2);

eenl=[-a,alyJ=[-bb] (con b= y(¥a))
dos funciones simétricas, h(x) y g(v), tales
que verifican las condiciones de continui-

dad en las esquinas, h(¥a)= g(¥b)se trata
de hallar la funcion z tal que

2
Z (NppZ ﬁ),a= OenD,

o,

G.1)

z = gsobrex =*Fa,

z = hsobrey =Fy(x).

Por lo dicho anteriormente, este proble-
ma admite una Unica solucién analitica
z que coincide con el punto de minimo
del siguiente funcional

1 2
Fo=2 [, 2, NVVdD, 62

enK = {v e H'(D) tal que v(Fa, y) = g(y)
y v(x,Fy(x) =h(x)}.

5.1. Soluciones analiticas en un rec-
tangulo

A continuacion se analizaran dos casos
de problema directo, ambos definidos
en un rectangulo.

Fijemos el siguiente dominio rectan-
gular:

R:={(xy) talque—a<x<ay—-b<y<b}

Es posible definir la nueva variable
O(x,y) = 2(x,) = [1(x) + g(») - g(FD)]

obteniendo, de esta forma, el siguiente
problema:

2
~ D Ny =N @+ N g" (enR
o,p=1

¢ =0sobrey =Fb,
¢ =0sobrex = Fa.

La solucion (Gnica y estable) de este sis-
tema es la que minimiza el funcional:

1
Fp =7 [, W+ 2Ny, N ) dR

(.3)
~ [N b )+ N, g” O R

en el conjunto H/(R). Se pueden estu-
diar los siguientes casos:

(i) Contorno plano. Para cada tensor
(definido positivo) de esfuerzos N, tal
que NIW =0 (cona=1,2),sih’x) =
g”(y) =0, esto es, debido a la condicién
de continuidad g =/ = ¢ (constante), se
obtiene ¢ = ¢ =0, visto que ¢ € H/(R).
Ello implica la membrana plana cuya
ecuacion es:

z(x,y)=c.

(ii) Contorno general. Fijemos Naﬂ, h(x)
y g(y) tales que N,,=0 (cona=1,2)y
N h"(x) =-N,g"(y); seobtiene ¢ =c=
0, visto que @ € H,'(R). Ello implica la
membrana de ecuacion:

z(x,y) = h(x) + g(¥) — g(¥b)

5.2. Soluciones numéricas

Como acabamos de comprobar a tra-
vés de los dos ejemplos anteriores, la
relacion (5.2) permite conocer, s6lo en
algunos casos, la solucion analitica del
sistema (5.1).

No obstante esto, en general se ha
de recurrir a métodos numéricos. En
particular, es posible desarrollar un
procedimiento numérico basado en el
cldsico Método de los Elementos Finitos
(véanse, por ejemplo, los trabajos de
Hughes, 1987; Zienkiewicz and Taylor,
2000) para resolver estos tipos de pro-
blema. Mas en particular, en la tesis de
Viglialoro (2006) pueden consultarse
los detalles para implementar dicho
procedimiento, en el caso se utilicen
elementos lineales cuadrilateros dentro
de un programa en MATLAB.

Presentemos, ahora, una serie de casos
de solucién numérica para el problema
directo, algunos definidos en un rectan-
gulo y otros en un dominio general. De
aqui en adelante todas las longitudes
de los ejemplos (x, y y las longitudes
referentes a las diversas figuras) se ex-
presardn en metros.
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5.2.1. Resolucion numérica de los casos
analiticos (dominio rectangular)

Ante todo, resolvamos numéricamente
los mismos casos analiticos del ejemplo
anterior. De esta forma, confrontando la
soluciéon numéricaz , con laanaliticaz,
puede evaluarse el error relativo (en la

Definamos, entonces, el dominio mos-
trado en la Figura 5, junto a su malla
correspondiente,

norma euclidea) ¢ = 2 = 2,

D: ={(x,y) tal que: =5<x<5y-2<y<2},

y el tensor de esfuerzos (definido positi-
Vo) N, =10kN/m,N_=0yN, = 4kN/m
que verifica las relaciones N 0 (por
cadaa=1,2)

(i) Contorno plano. Fijemos como con-
diciones de contorno A(x) =0y g(v) =
0; se obtiene la solucién numérica z
que es perfectamente plana. En conse-
cuencia, el error relativo con respecto a
la solucion exactaz =0 es

(ii) Contorno general. Fijemos como
condiciones de contorno h(x) = -0,068x’
+238yg() =017y (h, g N_ y N, veri-
fican la condicién N h"(x) = -N, g”(y)
se obtiene la solucién numérica de la
Figura 6. El error relativo con respecto a
la solucién analiticaz =-0,068x° + 0,17y
+ 1,7 es:

e=lF- Z% = 4,610

5.2.2. Resolucién numérica en un domi-
nio general

num

|- -2
e =

Resolvamos ahora numéricamente dos
casos definidos en un dominio general.

Definamos el dominio mostrado en la
Figura 7, junto a su correspondiente
malla,

D: ={(x,y) tal que:
—5<x<5y-3+0.04x" < y<3-0.04x7,
y consideremos dos casos distintos

dependiendo del tensor de esfuerzos
escogido.
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(i) Esfuerzos constantes. Consideremos
el tensor (definido positivo) de esfuer-
Z05

N, =10kN/m,N_=0yN, =4kN/m,

que verifica las relaciones N, = 0 (con
a = 1,2) y fijemos curvas concordes
como condicion de frontera; se obtiene
la solucién numérica de la Figura 8, pag.
siguiente.

5. Dominio rectangular. Malla
utilizada para el calculo: 189

nodos.

6. Resultado gréfico de la solu-
cién numérica. Caso: N _h"(x)
=-N g"(y).

7. Dominio general. Malla
utilizada para el calculo: 249

nodos.
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8. Resultado grdfico de la so-  (ji) Esfuerzos variables. Consideremos el

lucion numerica. Caso: hx) = tangor (definido positivo) de esfuerzos
0,017x* + 0,255y g(y) = 0,17y

N, =12-0,5y"kN/m; N_=0
9. Resultado gréfico de la so- yN, = 6 - 0,08x* kN/m,

lucién numérica. Caso: h(x)
= 0,0375% + 14375 y gly) = que verifica las relaciones N, = 0 (con

0,125y =1,2), y fijemos curvas discordes como
condtcnon de frontera; se obtiene la so-
luciéon numérica de la Figura 9.

Aunque en la Figura 8 el contorno esté
definido por curvas de bordes concordes,
sugiriendo esto que la solucién global
pueda tener curvatura de Gauss negativa,
localmente la forma de la membrana se
corresponde a una superficie con curva-
tura de Gauss negativa.

En la practica se disefaria una membrana
con curvas de borde discordes, como la
de la Figura 9.

6. PROBLEMA DUAL: DEFINICION Y
PROPIEDADES

Condiciones de contorno para el borde
rigido

Las condiciones de contorno para el
problema dual se tienen que definir
sobre el tensor de esfuerzos N, la in-
cégnita del problema. Seguin lo afirma-
do anteriormente, a lo largo del borde
se tiene que imponer el equilibrio entre
las fuerzas distribuidas y los esfuerzos
de membrana.

Mas exactamente, una vez fijada la
membrana z, su borde proyectadoI'y la
fuerza repartida (proyectada, también) f,
utilizaremos, como condicién de fron-
tera para el problema dual, la relacion
expresada por el sistema (3.2).

Problema dual

Con referencia al sistema (2.3), fijemos
una superficie S (superficie con curva-
tura de Gauss negativa), gréfica de una
funcion z(xy) tal quez z —z* <0, en
un dominio acotado D del p/ano X-y.

Sifts) = (f,(s).f,(s)) indica la fuerza repar-
tida a lo largo el contorno T, se trata de
hallar el tensor de esfuerzos N, definido
en D, tal que

ij Nm L= OenD,

N, +N, =0enD
i Ny T8 S ©.1)

N z +2Nz +N z =0enD,
Yy vy

X7, xx

NNy = /1, sobre T (con o= 1,2),

siendo n = (n,n,) el vector unitario
normal aT.

Recordando la ecuacion (2.6) en térmi-
no de la funcién de Airy, se concluye
que el sistema (6.1) es hiperbélico. Por
esta razon, se trata de un problema de
Dirichlet de tipo hiperbdlico, esto es, un
problema en general no bien definido
(véase Hormander, 1964). Una vez
mas, en la tesis de Viglialoro (2006) se
presentan casos de solucién analitica
definidos en un rectangulo y en el que
el problema dual esta bien definido.

Resumamos estos resultados y sus ca-
racteristicas principales.
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e Fijemos en el rectangulo R = (-a,a) x
(-b,b) el paraboloide hiperbdlico de se-
gundo orden z = -x? + ¢%? como forma
de la membrana y N (xFb) = f,(x)=c, >0

YN (x,¥b) = f,(x) =0 como condiciones
xy

de contorno.

Entonces, la tGnica solucién es N_= ¢ ¢?,

N =0yN =c,

xy Yy

1

e Fijemos en el rectdngulo R = (-a,a) x
(-b,b) (esta vez con la condicién b’ =
2a) el paraboloide hiperbdlico de cuarto
orden z = ¢y’ — ¢ x’ (con la condicion
3¢ b*=2c,a’) como forma de la mem-

brana y N, (Fa,y) = £,(y) =k*>0 (k>0)
YN, (Fa,y)=£,(»)=0

como condiciones de contorno.

Entonces, la dnica solucién es N_ = ky?,
N =0yN =k

Xy »
7. CONSISTENCIA DE LOS DOS PRO-
BLEMAS

Es importante observar que, debido a la
complementariedad de los problemas
directo y dual, sus resultados deben de
ser consistentes (los resultados de un pro-
blema son los datos del otro, y viceversa).
La consistencia de ambos problemas
ha sido verificada, obviamente para los
casos en los que el problema dual esta
bien definido, usando las soluciones
analiticas y el procedimiento numérico
analizado anteriormente en el problema
directo (véase Viglialoro, 2006).

8. RESUMEN'Y CONCLUSIONES

El presente trabajo ha estudiado el equili-
brio de una membrana con bordes sobre
la superficie que la misma conforma, un
continuo 2-D, en la fase de pretensado.
El mismo se orienta a estructuras de
membrana para pasarelas.

El andlisis se formula mediante ecuacio-
nes en derivadas parciales asociadas a los
esfuerzos (de traccién) y a la forma de
la membrana. Para borde rigido, se han
planteado dos problemas: en el primero,
de tipo eliptico, se fijan los esfuerzos
y se busca la forma; el segundo, dual,
donde se fija la forma y se buscan los
esfuerzos, es de tipo hiperbdlico. Am-
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bos se han abordado matematicamente
en la idea de verificar el isostatismo (si,
en efecto, tan sélo del equilibrio se ob-
tienen resultados). El primer problema,
eliptico, es isostatico: a partir de unos
esfuerzos (equilibrados en planta, por
supuesto), con el equilibrio se obtiene
la forma. El segundo, hiperbdlico, no
asegura el isostatismo: a partir de una
forma, no siempre se obtienen esfuerzos
con el equilibrio; pero se han propuesto
algunos casos concretos sencillos que
son isostaticos.

En particular, el enfoque directo lleva
a analizar un problema que tiene una
Gnica solucién estable. En el articulo se
presenta dicha solucién como el punto
de minimo de un cierto funcional. Se
han analizado casos de solucién ana-
litica definidos en un rectangulo y se
ha implementado un procedimiento
numérico general, basado en el Método
de los Elementos Finitos, cuya eficacia
puede comprobarse comparando los
resultados analiticos con los numéricos.
Finalmente se han presentado otros re-
sultados numéricos para casos generales,
no necesariamente definidos en un rec-
tangulo y utilizando diferentes tensores
de esfuerzos.

Por otro lado, el enfoque dual lleva a
analizar un problema generalmente no
bien definido. No obstante ello, se han
presentado algunos casos singulares de-
finidos en un rectangulo y con solucion
Gnica y analitica.

Como las ecuaciones de equilibrio son
todas homogéneas, las soluciones obte-
nidas lo son asimismo multiplicadas por
un factor constante; lo cual es ventajoso
en el diseno de la membrana. Asi, para
una forma obtenida (o dada, en su caso),
el pretensado de partida (o resultante,
en su caso) puede multiplicarse por el
factor adecuado al objeto de alcanzar
con dicha forma la rigidez necesaria
en servicio (sin cambiar la distribucion
de esfuerzos). Del mismo modo podria
graduarse la forma de la membrana (por
ejemplo, para ajustar en servicio la pen-
diente maxima en la zona de paso).

Por supuesto, aun referido a la fase
de pretensado, el estudio realizado
da pautas importantes para el andlisis
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de membranas bajo cargas distintas al
pretensado.

Asi, para cargas gravitatorias (eje z),
aunque la ecuacion en dicho eje ya no

sea homogénea (tiene un término in-
dependiente dado), la problemética no
cambia; y el peso propio, no tenido en
cuenta por infimo valor con relacion al
pretensado, es un caso particular.
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