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RESUMEN

Se desarrolla en este trabajo un método de construccion
de splines generalizados que esta basado en una
interpretacién matricial o estructural de la teoria
matematica de dichas funciones. Se sugiere,a lo largo
del desarrollo realizado,que tanto la terminologia como
los métodos de andlisis en calculo de estructuras y
resistencia de materiales son muy naturales y, por tanto,
idéneos para este campo de los splines. El método
propuesto permite abordar, con una Unica y sencilla
metodologia, el tratamiento de tipos de splines muy
diferentes.cambio de las caracteristicas del spline de
unos subintervalos a otros (modificacion de pesos,
parametros de tensién, etc.), diferentes condiciones de
interpolacién en los distintos nodos, etc. Se destaca
como aportacion de interés la consideracion de nuevas -
condiciones de interpolacién definidas como acciones de
tipo puntual (cargas). Asimismo, se interpreta y demuestra
que la solucién de problemas de contorno l
unidimensionales por el método de elementos finitos es
nodalmente exacta cuando se utilizan ciertos espacios de
aproximacién de dimension finita engendrados por splines
generalizados. También se desarrolla el concepto de
accion equivalente como generalizacién del de accién
nodal equivalente. Finalmente se ilustra la aplicacién de
la metodologia desarrollada, basada en la interpretacion
matricial citada, con ejemplos de splines en el campo de
los gréficos, en el andlisis de vigas continuas sobre
fundacion elastica, sometidas a flexién y traccién o
compresién y en problemas dinémicos.
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SUMMARY

This paper discusses a method for constructing
generalized splines, which is based on a matrix or
structural interpretation of the mathematical theory on
these functions. It is suggested throughout the paper that
both the terminology and the methods of analysis in
structures and strength of materials are very natural and,
therefore, apt for this field of splines. The proposed
method allows a wide range of splines to be addressed by
means of a single and simple methodology: changing the
characteristics of the spline from some subintervals to
others (modification of weights, tension parameters, etc.),
different conditions of interpolation in different nodes, etc.
A noteworthy contribution is that new conditions of
interpolation are considered, which are defined as
individual actions (loads). Furthermore, it is found and
shown that the solution of one-dimensional boundary
value problems using the finite elements method is exact
at the nodal points when certain spaces of finite
dimension approximation engendered by generalized
splines are used. The concept of equivalent action is
developed as a generalization of the notion of equivalent
nodal action (equivalent nodal loads). Finally, an
illustration is given of how the developed methodology,
based on the aforesaid matrix interpretation, can be
applied, including examples of splines in the field of
graphics, analysis of continuous beams on an elastic
foundation, subjected to bending moment and t&nsion or
compression, and in dynamic problems. - -
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1. Introduccién

Las funciones splines (splines) constituyen, desde hace un tiempo, una herramienta de gran interés en la
resolucién de problemas de ingenieria relacionados con el ajuste y trazado de curvas y superficies y
disefio grafico en general, asi como con el calculo y analisis por elementos finitos ([1] a [20]). Tal y como
se indica en las notas historicas del texto de Schumaker ([3]), las funciones splines fueron ya utilizadas en
trabajos de Runge en 1901, de Eagle en 1928, de Quade y Collatz en 1938 y Favard en 1940. Sin
embargo, en ninguno de ellos se daba ese nombre a dichas funciones, pues éstas eran denominadas, de
manera un tanto genérica,como funciones de interpolacién osculatoria. El término "spline" , aparece por
primera vez en un trabajo de Schoenberg en 1946, en el cual se justifica dicho término por la relacién que
hay entre la grafica de ciertas funciones polindmicas a trozos y la deformada del dispositivo mecanico de
trazado, utilizado por los delineantes, denominado, en la terminologia inglesa, con el nombre de spline. En
definitiva, se esta haciendo referencia al spline ctbico que, como es conocido, constituye el modelo
matematico de la elastica para el caso de acciones puntuales, cuando se aproxima linealmente la
curvatura mediante la derivada segunda del desplazamiento.

En el momento actual la teoria de splines se encuentra en una fase de desarrollo muy avanzada,habiendo
seguido,en este sentido,un proceso analogo al de la teoria de elementos finitos, pues,en cierto modo, es
parte integrante de esta dltima. Sin embargo, por lo que se puede apreciar en la bibliografia
correspondiente, la teoria de splines no ha heredado de la misma forma que los elementos finitos la
terminologia y, especialmente, la metodologia del andlisis matricial de estructuras. Asimismo y
considerando el caso elemental de los splines ctbicos para el cual la mayor parte de los autores citan la
conexién obvia con la teoria de vigas, los métodos de calculo utilizados rara vez hacen uso, al menos de
modo explicito, de las técnicas de calculo matricial de estructuras,a pesar de la versatilidad y sencillez de
éstas.

Desde el punto de vista histdrico y limitandonos también al caso de los splines clbicos, llama la atencion
la ausencia de citas que hagan referencia a la ecuacion de los tres momentos establecidas por Bertot y
Clapeyron ([21, p.145]), a mediados del pasado siglo. Dicha ecuacién se relaciona trivialmente con cada
una de las ecuaciones que permiten determinar el spline cubico en términos de las derivadas segundas
(momentos). Por otra parte, referencias detalladas a los métodos energéticos iniciados por Clapeyron y
desarrollados con profundidad por Castigliano en 1875y 1879 y que equivalen a la propiedad de minima
norma en teoria de splines establecida en el teorema de Holladay en 1957 ([1, p. 3]), son muy limitadas
en textos tan conocidos y que documentan con tanto grado de detalle la teoria de splines, como, por
ejemplo,los indicados en las referencias siguientes: [ 1,2,3,4,5,6].

Todo lo anterior viene a sefalar que, quizas. no se haya explotado suficientemente la interpretacion
matricial o estructural de esta teoria, especialmente en lo referente a la construccién, desarrollo y analisis
de los diferentes tipos de splines. Una razén para lo anterior podria ser la existencia de técnicas de
calculo de splines basadas en la representacion de dichas funciones mediante bases de B-splines ([6]),
las cuales, por otra parte, han demostrado ser muy eficientes desde el punto de vista computacional,
especialmente en el caso de splines polinémicos.

El propdsito fundamental de este articulo es precisamente el de exponer algunos aspectos de la teorfa de
splines utilizando, como herramienta, técnicas de célculo inspiradas en el andlisis matricial de estructuras.
En particular se aborda la construccién de los splines generalizados, considerando dichas funciones como
soluciones, en el sentido de las distribuciones, de ciertos problemas de contorno autoadjuntos, para los
que el término independiente de la ecuacion diferencial viene definido por funciones que representan, en
términos fisicos, acciones de tipo puntual definidas mediante deltas de Dirac y sus derivadas. Se obtiene
la ecuacién matricial del spline con formulaciones en desplazamientos y se comentan, asimismo, algunos
aspectos del método de compatibilidad en relaciéon con el célculo de splines.

Entre las diferentes consecuencias de la formulacién matricial que se propone, sefialamos en primer lugar
el hecho de abordar, con una (nica y sencilla metodologia el tratamiento de muy diferentes tipos de
splines. En segundo lugar y como resultado de interés destacamos que la construccion matricial de los
splines generalizados, conduce,de manera natural,a un calculo por elementos finitos que permite obtener
soluciones nodalmente exactas en ciertos problemas de contorno, obteniendo,en este sentido,los mismos
resultados que P. Tong ([22]),aunque desde un planteamiento inicial diferente. En este Gltimo aspecto, la
metodologia que se propone guarda gran relacién con el método de Trefftz ([23]), y con lo que podria ser
una version matricial de la funcién de Green o método de los elementos de contorno en dimensién uno.
Asimismo el planteamiento seguido nos ha conducido al concepto de accién (repartida) equivalente. Por
otra parte hay que indicar que muchos de los aspectos que se tratan en este trabajo con la metodologia
matricial propuesta, han sido estudiados extensamente por otras vias, en diversos articulos sobre splines
generalizados y problemas de contorno autoadjuntos para n puntos ([24, 25, 26]). Sin embargo, el caracter
sistematico del enfoque matricial que proponemas, ademas de las interpretaciones que de manera directa
permite establecer, consideramos que puede tener ciertas ventajas respecto a otros desarrollos
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condiciones relativas a acciones puntuales. Estas posibilidades se ilustran al final del trabajo con
aplicaciones en el campo de los gréficos, en andlisis de vigas sobre fundacidn elastica y en problemas

dinamicos.

Finalmente indicamos que en anteriores publicaciones [27,28,29] se aborda, con un planteamiento
diferente al del presente trabajo, el célculo de splines generalizados mediante técnicas de relajacion
inspiradas en los métodos de Cross y Kani de célculo de estructuras, proporcionando algoritmos, que
minimizan cierto funcional cuadratico de tipo eliptico relativo a la energia de deformacién del spline y que
permiten obtener, en la practica y de manera sencilla, no solo splines de grado impar arbitrario sino
también cierta clase de splines generalizados. En dichas referencias esta patente la analogia estructural,
aunque los métodos que alli se plantean estan orientados desde el inicio hacia un calculo de tipo iterativo

de los splines.

2. Preliminares

Se exponen a continuacion algunas propiedades de los operadores diferenciales de ordenm y 2m , que
son utilizadas posteriormente. Dichas propiedades son consecuencia, de una manera mas o menos
directa, de la formula de integracién por partes.

Sea el operador diferencial L de orden m (m 2 1) definido en el espacio de funciones C™ [a, b]
L(u)=a,D"u+a, D" 'u+.+aDu+ayu (2.1)
d’-
dx’
todo x € [a,b]. Integrando por partes el producto, L(u)V ,en el intervalo [a, b] , donde Ves una

funcion genérica del espacio C™ [a,b], se obtiene ([30, p. 211], [31, p. 168]) la relacién conocida como
formula de Green:

~donde para 0< j<m, Dj-E( )E(-)(j),y a; =aj(x)eCj[a,b], con a, 26>0, para

f L(u)vdx = P(u,v) | + f L (v)udx 2.2)

que es equivalente a la siguiente expresion, en forma diferencial, conocida como identidad de Lagrange
d .
Lwy =— {Pu,v)}+ L (Vu

donde L es el operador adjunto (adjunto formal) de L y P es la llamada concomitante bilineal. Las

expresiones de L' (v) y P(u, V) son respectivamente
Lv)=Y(-1)’D'(ay) =
j=0

=(-)"D"(a,v)+(-1)""' D" (a,_v) +..+ (-1)D(a,v) + a,v

P(uy) =S 1 p,(v)

donde
po(v) = (-l)m_l Dm-l(amv) + (—l)m—2 Dm-2 (am_lv) + ... + (-—l)D(azv) +ap
1) = (D" 2D 2 (@) + (1) D™ (@, )+ +(-DD(azy) +ayy

(2.3)
P2 () =(=)D(apyv) +a, v
Pm-1 (v)=a,,v
es decir, los operadores p; vienen definidos porla expresion
m=1-i . .
— inJ -
Di (V) - Z(_l) D (aj+1+iv)
o
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tal y como se deduce, de manera sencilla, mediante el proceso de integracion por partes indicado. Es
interesante, por otra parte, interpretar los operadores diferenciales p; como adjuntos de otros operadores
deorden m—1—1i.
m-1-i
En efecto, obsérvese que llamando 7;(v) = Za
j=0

i *
j+l+iD] V setiene que p; =1 y la expresion de la

concomitante puede ponerse como
m-1 *
— (i)
P(u,v) = Zo u®r; (v)
La expresion (2.2) de la férmula de Green puede ponerse en la forma

f L(u)vdx = 2Zml,.(u)i,.(v) + [ (v)ud

donde /,(u) y l:(v) son las formas lineales siguientes
Lw)=u"*"(a), 1,,(u)=u“"(b)

ik (V) = —pk—l (v)x=n ’ ilz+m (V) = pk-l (v)x=b (24)
k=1,.m

y son las que en la terminologia de elementos finitos y elementos de contorno generan respectivamente
las llamadas condiciones de contorno esenciales y naturales ([32, p. 117], [33, p. 15)).

Propiedades de interés, para nuestros propositos, de los operadores diferenciales L y L son las
siguientes ([30, pp. 126,131]: -

(1) El operador adjunto de L es L, es decir (L')" = L. Asimismo el adjunto de la composicién

de dos operadores es la composicién de los adjuntos en orden contrario, es decir (L,L,)" = L, L,

Cuando un operador diferencial coincide con su adjunto se dice que es autoadjunto. Se tienen para este
caso y limitdndonos a orden par, los siguientes resultados:

( Il ) Todo operador diferencial L autoadjunto de orden 2m puede ponerse en la forma

m
L(u) = Z(—l)’ D’ (a jD’ u). Asimismo el citado operador L puede también ser expresado en
j=0

forma factorizada como L = L, L, donde L, es un operador de orden m .

Veamos a continuacion una aplicacion de la formula de Green al caso donde el operador diferencial L es
autoadjunto.

Consideremos en primer lugar el caso donde el operador esta en la forma autoadjunta usual
m
L(u)=) (-1)’ D’(a,D’u) (2.5)
Jj=0

Integrando por partes el producto L(u#)v en el intervalo [a,b], donde V es una funcién arbitraria de la

clase C*™ en el intervalo citado, resulta
m-1
[ Ly = (~DYvOR@) L +a(u,v) (26)
i=0
donde,de manera anéloga a (2.3), los operadores P, estan definidos como
P,(u)=(-1)""'D""(a,D"u)+(-1)">D"*(a,_, D" 'u) +.. + a,Du
P,(u) =(-1)"?D"*(a, D"u) +(-1)">D"*(a, ,D""u) +..+a,D*u _
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P, . (u)=(-1)’D*(a,D"u)+ (-1)D(a,_ D" 'u)+a
P, _,(u)=(-1)D(a,D"u)+a, D" 'u
P _(u)y=a,D"u

m-2
Y2 @.7)

y a(u, V) es laforma bilineal simétrica definida como
a(u,v) = f(z aijuDjv)dx (2.8)
=0

La expresién (2.6) puede ponerse también en la forma siguiente
2m _ m . .
[ Ly ==Y L) () + fZa DIuD’vdx 2.9)
i=1 j=0
que se reduce a esta otra, integrando por partes el segundo sumando del segundo miembro

f L(u)vdx = 2Zml,.(u)i,.(v) —2Zm:li(v)l_i(u) + f L(v)udx (2.10)

donde para (2.9) y (2.10) las formas lineales l,. son las mismas que en (2.4), sin embargo las l: estan
definidas ahora por

L) =P (1) gs Do) = Py () oy
k=1,.,m

Obsérvese que cuando en (2.10) ¥ y V son funciones pertenecientes al nucleo del operador L resulta la
siguiente expresion de reciprocidad

Zmli(u)l—i(v) = ili(v)l—,.(u) (2.12)

Por otra parte, en el caso de que u# y V verifiquen en [a, b] ,L(u) = f,L(v) = g se tiene de (2.9)

@2.11)

2m

a(u,v)— Zli(v)l_,. (u) = ffvdx, a(v,u) - 2Zmli(u)l:. v)= fgudx,y de la simetria de a(u, v)

2Zmli(v)l:.(u)+ f fodx =2Zm1,.(u)zj.(v) + f gudx (2.13)

En un apartado posterior, se interpretaran las relaciénes anteriores (2.12) y (2.13), en términos del
teorema de reciprocidad ([34, p. 149], [21, pp. 207 y 320]).

Finalmente para el caso donde el operador diferencial viene dado en la forma autoadjunta factorizada

L(u) = L L (v) (2.14)
con L1 de la formaindicada en (2.1)y a ;€ c" [a,bl 0 < j <m, integrando por partes el producto
L(u)v, donde Vv es una funcién arbitraria de la clase C 2™ en dicho intervalo, aplicando (2.2) y llamando
w = L, (u) resulta

fL;Ll(u)vdx =ij(w)vdx = —P(v,w)’ + fL, (v)wdx =

(2.15)
b

=-P(v,L (u)), +a,(u,v)

donde la forma bilineal simétricaa, (1, v) esta definida por
a,(u,v) = le (W)L, (v)dx
De manera analoga también se tiene -
> b
[ LLyudx =P, L) £+ [ L)L (w)dx
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resultando de las dos expresiones anteriores que
f LL (u)vdx = —P(v, L ()| + P(u, L,(v))]® + f L L, (v)udx (2.16)

Andlogamente al caso anterior,las expresiones (2.15) y (2.16) pueden ponerse de la siguiente forma

fL:L] (w)vdx =— 2Zmlll.(v)l_,.(Ll () + fL, (V)L (u)dx (2.17)

2m _ 2m N .
f LiL (wyvdx =Y L), (L,(v)) = Y LML, () + fL,L,(v)udx (2.18)
=] i=1
En este caso las formas lineales / iy i, vienen definidas por las expresiones dadas en (2.4).

En las mismas condiciones que antes para ©# y Vv se tienen los resultado de reciprocidad analogos a
(2.12) y (2.13)

L@ L) = L)L @) 219

2Zmll,,(u)i,.(L,(v))Jr [ gudxzil,.(v)l—i(l,l(u))—% f fodx (2.20)

3. Sobre el concepto de spline generalizado

Como es bien conocido, un spline es una funcién definida a trozos sobre subintervalos con cierto grado de
regularidad, esto es, se tiene continuidad de la funcién y de las derivadas hasta las de un orden

determinado. El tipo de spline mas extendido es el spline ordinario o funcién spline de grado & , definido
por polinomios de grado menor o igual que k en cada subintervalo, de modo que la funcién es continua y

con derivadas continuas hasta la de orden k —1 . Para los splines generalizados, cuya definicion precisa
se da después, la funcién a trozos viene definida por funciones en general no polinémicas, que son
soluciones en cada subintervalo de una ecuacion diferencial homogénea.

La construccion de los splines polinémicos de grado k para k pequefio (menor o igual que tres) es
sencilla y puede abordarse de manera directa a partir de la definicion. Para el caso clbico conviene, como
se sabe, emplear como incognitas, en lugar de los coeficientes de los polinomios cubicos de los distintos
subintervalos, bien a las derivadas primeras o bien a las derivadas segundas de la funcién en los nodos
de separacion de los subintervalos. Esta eleccién de incégnitas auxiliares no es fortuita, pues,ademas de
reducir el nimero de incognitas a aproximadamente la cuarta parte, tiene la ventaja de poder realizar una
interpretacion estructural de las mismas en términos de giros y momentos flectores de una cierta elastica.

Para splines de grado superior, la construccion directa de tales funciones a partir de la definicion,
mediante la simple manipulacién algebraica, no resulta tan inmediata como en los casos citados, incluso
la obtencion de las propiedades fundamentales puede resultar un proceso complejo y artificioso. Véase,a
modo de ejemplo,la construccion y estudio de propiedades de los splines de quinto grado, realizado en [1,
p. 143), [35], [36] y [7. p. 181]. Por otra parte,hay que decir que la determinacién de splines mediante
bases de B-splines ([6]) y, en particular, la construccion de dichas bases mediante la formula de
recurrencia de Cox-de Boor ha facilitado,en gran medida,la obtencién de funciones splines, especialmente
en el caso de splines polinémicos. Aun asi se puede apreciar en los textos mas conocidos ([1, 2, 3, 5, 6])
y en la bibliografia consultada, la ausencia explicita de ciertos aspectos, que permitirian un tratamiento
mas unificado y sistemético de la teoria de splines. Nos referimos a una interpretaciéon matricial o
estructural de los splines. Dicho enfoque resulta, tal y como se ha sefialado en la introduccién, muy
natural si consideramos el origen de la teoria de splines y la proximidad de ésta con la de elementos
finitos y, particularmente,con la de elementos de contorno en dimensién uno.

De una manera esquematica, la teoria de splines, tal y como se indica en [1] puede abordarse desde dos
puntos de vista: el algebraico y el variacional. El primero se basa en construir, a partir de la definicién y
mediante manipulaciones algebraicas, el sistema que define al spline y el segundo punto de vista se
basa en realizar un estudio previo de propiedades de tipo intrinseco o variacional conocidas como
relaciones integrales. En el caso de splines polindmicos, el segundo enfoque suele restringirse a los
splines de grado impar. _
Nuestro planteamiento en este trabajo se basa, fundamentalmente, en el segundo punto de vista y se
realiza para los denominados splines generalizados o L-splines ([1, p. 191], [37]), los cuales incluyen
como caso particular a los splines polindmicos usuales.
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A continuacion pasamos a definir los splines generalizados, relajando, algo mas de lo que es habitual, los
requerimientos de regularidad.
Consideremos el intervalo [x, ,x,,] descompuesto en la unién de subintervalos [x,., X ] donde

i=1,.,n—2,esdeci
n-1
[x,,xn]= U[xnxm]
i=1

donde los nodos X; verifican la condicién

X <X, <.<X <X, <.<X,

i+!
y sea L el operador diferencial autoadjunto de orden 2m dado en (2.5) o equivalentemente el dado en
(2.14) , donde cada subintervalo [x,,xm] es un caso particular del intervalo de extremos ay

b considerado en el apartado anterior.

Con las condiciones anteriores, denominamos spline generalizado de orden 2mo L — spline a toda
funcion u(x)de la clase C"' [x,,xn] que satisface la ecuacion diferencial L(u#(x)) =0en cada

subintervalo abierto (x;, X;,,) . es decir

n-1
-1
ue C"'[x,x,] Lw)=0, xeU(x,x,,) (3.1)
i=1
Obsérvese de la definicion que la funcién u es continua y con tcdas las derivadas continuas, al menos,
hasta la de orden m —1len todo el intervalo [x,,x"], sin embargo # en cada subintervalo abierto
(x;,x;,)es de la clase C 2™ Como puede verse un spline generalizado es una funcién definida a

trozos formada por elementos de N(L) (nucleo del operador L ) en cada subintervalo. Por otra parte, al
contrario de lo que es usual, las condiciones de regularidad de los coeficientes que definen al operador

L , 1as referimos aqui a cada subintervalo (x;, x;,,),7 =1,..,n —1, es decir

. on-1
a; =aj(x)eC’(L_Jl(xi,xi+l)),j=0,..,m (3.2)

n-1

con a, 26 >0 paratodo x€ U(x,.,xm) (para el caso de operador en la forma factorizada
i1

n-1
a; =aj(x)eC”'(H(x,.,x,-+, ))), aunque se exige al mismo tiempo que los coeficientes deben

verificar condiciones de regularidad adicionales como la existencia y finitud en cada subintervalo de los
limites siguientes: 11_133 aﬁ-k) (x),c=x,x,,,,k =0,.., j con objeto de garantizar la existencia y finitud

también de los limites % (x;) = lim ™ (x), «®(x;,))= lim u®(x),k=0,..2m y
X i X

i X4l

P,(u) . =lim B, (u(x)), F(u) __ = lim F,(u(x)).
X=X x-x' =X xox,
NOTA: De esta manera los resultados que se han dado en el apartado de preliminares para el intervalo
cerrado [a,b], se pueden extender al intervalo abierto génerico (X;,X;,,). En lo que sigue no se

precisara en exceso esta cuestion y pondremos algunas veces P (u),_. Y Pk(u),‘:x,’l en lugar de

Pk(u)xq‘, y B (u)x=xi_" por sobreentenderse el significado.

Esta relajacion parcial de las condiciones de regularidad, es decir, el no exigir que a;(x) € C / [""1 , X, ]

nos va a permitir abordar, desde un enfoque generalista y sistematico, al tiempo que elemental, casos
particulares de la teoria, tales como, por ejemplo, los splines con peso y splines en tensién. Este tipo
particular de splines ha sido, por otra parte,objeto de estudio en diversos articulos [39, 40, 41, 43, 44, 45,
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46], pero en todos ellos el planteamiento seguido ha sido en su mayor parte algebraico y orientado de
entrada a la resolucién de los casos concretos que se han planteado sus autores.

Cuando las funciones a j (x) que definen el operador diferencial L , verifican la condicion de ser de la

clase C’ en todo el intervalo [xl,x,,], se introduce el concepto de deficiencia z = (z,,2;,..,2,_,),
donde los valores z,, Z,,.., Z,_, son enteros positivos tales que 1 <z, < m, y viene a ser una medida
de la limitacion del spline generalizado para satisfacer L(u(x))=0en [xl,xn]. pues la deficiencia
Z;indica que en los nodos internos xi,i =2,..,n—1, las sucesivas derivadas por la izquierda y

derecha son iguales hasta la de orden 2m —1 — Z;, es decir

uP(x)=uP(x}), 0<k<2m-1-z,

i=2,.,n-1
Asi el spline ordinario (deficienciaz; =1,i = 2,..,n —1) es una funcién de la clase C 2 en [x1 ,x,,]
ya que en los nodos interiores puede haber discontinuidad en la derivada de orden 2m —1. Por otra
parte cuando la deficiencia es maxima (z; = m,i = 2,..,n —1), los splines son funciones de Hermite
(no polindmicas en general) a trozos. Los caso anteriores, cuando el operador diferencial L es de la
forma particular L = (—1)"'D2"' se reducen respectivamente, a los splines polinémicos ordinarios de

grado 2m — 1 y a los polinomios de Hermite a trozos de grado 2m —1.

Es importante sefalar que los splines genaralizados no siempre existen para todo operador L sobre
cualquier mallado de nodos x,.,i =1,.,n (1, p.196)). La razén para tal situacion se debe a que no
siempre es posible obtener a partir de un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial
homogénea L(u)=Ouna base de Lagrange en cada subintervalo [x,.,xmli =1,..,n—1 para
resolver el problema de interpolacién de Hermite generalizado relativo a los datos
u(")(x,.), u(")(x,.+l ), k=0,..m-1.

Un ejemplo de lo anterior se tiene para el operador autoadjunto Lu = u" + u en el intervalo [O,27t],
donde del sistema fundamental de soluciones {sen X,COS x} no puede obtenerse, como es sencillo de
verificar, una base de funciones {N ,(x), N,(x) talque

N,(0) =1,N,(27) = 0, N,(0) = O, N, (27) =1.

Esta situacion queda resuelta sin embargo para el mismo operador si se toma cualquier intervalo de
longitud menor que 7 . Aunque no es propdsito de este trabajo el entrar en detalles sobre las condiciones
que aseguran, en el caso general,la existencia de una base de Lagrange para la interpolacién de Hermite

indicada, construida a partir de una base de N (L) , se da, al menos, el siguiente resultado, que puede
derivarse de la teoria de sistemas de Tschebyscheff ([3,p. 423))

( Ill ) Para el operador L definido en (2.5) o en (2.14) relativo al intervalo [a,b] existe una
constante p > 0tal que para cualquier subintervalo (al,bl) de [a,b] de longitud menor que
p existe la correspondiente base de Lagrange {N ,.,i =1,.,2m , formada por elementos de

N(L), para Ia interpolacién definida por las formas lineales de tipo Hermite [,,i =1,..,.2m,
relativas a los extremos del subintervalo

I,w)=u*"a),1,, @)= u*(b), k=1,.,m
donde [,(N;)=6;, 1,j=1,...2m

A modo de ilustracién, se comentan a continuacion diversos casos particulares de eperadores
diferenciales que pueden estudiarse dentro de la teoria de splines generalizados, come ejemplos
elementales de cierto interés practico.
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1) L(u) = -(A(x)u’)', 2) L(u) = -(A(x)u’)' + B(x)u, 3)L(u)=(A(x)u")"
4) L(u) = (A(x)u")" = (B(x)u")', 5) L(u)=(A(x)u")"+ C(x)u
6) L(u) = (A(x)u")" = (B(x)u')" + C(x)u

(3.3)

Entre las diferentes posibilidades de interpretacién de la funcién u en términos de diversas magnitudes
fisicas, nos vamos a limitar a las de caracter mecanico usual. Asi,en los dos primeros casos, U puede
representar el desplazamiento longitudinal de las secciones de una barra elastica sometida a fuerzas
axiles, o bien el desplazamiento transversal de las secciones de un cable sometido a una traccion
variable. En el segundo caso,la barra o el cable estdn embebidos en un medio elastico que ofrece una
resistencia proporcional al desplazamiento. El caso tercero es el que corresponde al desplazamiento

transversal de una viga de rigidez variable sometida a flexién. Cuando la rigidez A(x) es constante en
todo el intervalo [x,,x"] se tienen los splines cubicos y cuando la rigidez es constante en cada

subintervalo (x,.,x,.”)resultan los splines con peso. Los casos cuarto y quinto corresponden

respectivamente al de una viga sometida a flexién y traccion (o compresion si B(x) < 0) y a flexion en
un medio elastico (viga flotante con modelo de Winkler). El caso cuarto es denominado, en el campo de
los splines,como splines en tension, splines exponenciales o splines hiperbdlicos. Este tipo de splines fue
introducido por Schweikert ([38]) con el propésito de reducir el numéro de puntos de inflexion que
aparecen algunas veces de forma artificial en problemas de interpolacién cuando se emplean los splines
cubicos ordinarios.

Por otra parte el caso sexto corresponde al de una viga sometida a flexion y traccién en un medio elastico
de Winkler, apareciendo también en los modelos elaborados por Vlasov y Leontiev para el estudio de
vigas en un medio elastico bidimensional de espesor finito ([47]). Este caso, de mayor interés en el campo
del analisis estructural que en el de computacién gréafica y que incluye ademas a los tres anteriores como
casos particulares, puede ser también analizado empleando la teoria de splines generalizados, lo que
permite tratar,en un mismo problema y de manera elemental, situaciones combinadas de los diferentes
tipos. Asimismo esta posibilidad de abordar los problemas anteriores desde el punto de vista de la teoria
de splines generalizados, permite un enfoque unificado, que aplicado, por ejemplo, al andlisis de vigas
sobre fundacién elastica, contrasta, por su caracter generalista,con el seguido en las referencias [48, 49,
50, 51).

Finalizamos este punto sobre la definicién de los splines generalizados, indicando que la casi totalidad de
las publicaciones que tratan el estudio de esta clase de funciones abordan el problema empleando, para
el operador diferencial L de orden 2m, la forma factorizada L = L; L, (denominando al spline

generalizado como L| — spline), sin embargo en nuestro desarrollo y asimismo en las aplicaciones

hemos optado por emplear la forma autoadjunta usual indicada en (2.5) por prestarse mejor a las
interpretaciones mecéanicas del céalculo matricial. Las dos formas de representacién del operador
conducen,obviamente, a situaciones equivalentes, pero las interpretaciones son diferentes en cada caso
tal y como se indica mas adelante.

4. Formulacién matricial de los splines generalizados

Abordamos en este punto lo que hemos venido a denominar como formulacién matricial de los splines
generalizados. Se trata en definitiva de obtener la ecuacién de equilibrio local y, mediante el proceso de
ensamblado, la ecuacién de equilibrio global del spline generalizado. A partir de dicha ecuacion se definen
problemas de interpolacion con un cierto grado de generalidad, al incluir la posibilidad de considerar
también acciones de tipo puntual.

4.1 Ecuacion de equilibrio local del spline generalizado

Suponiendo que el intervalo genérico [a, b] es de tal longitud que esta garantizada la existencia de una
base de Lagrange (funciones de forma locales) para la interpolacion de Hermite generalizada

{N ,.,i = 1,..,2m} relativa a los extremos a,b (véase el resultado /Il ), se tiene con dichas condiciones
el siguiente resultado relativo a cada elemento de spline generalizado

( IV ) Sean L el operador diferencial indicado en (2.5), [,k =1,..,2m las formas lineales
definidas en (2.4) y ik,k =1,..,2m las definidas en (2.11) y a(u,v) Ia forma bilineal smétrica

dada en (2.8). La soluciénde L(u) =0Oen [a, b] tal que
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k-1 k-
L) =u*a)=n,1,, @=u*"0)=r,, ,k=1,.,m
donder,, k =1,..,2m son numeros reales arbitrarios dados, verifica la siguiente relacién matricial
que denominamos ecuacién de equilibrio local o ecuaciéon de equilibrio del elemento de spline
generalizado en el intervalo [a, b]

Ki=§ @.1)

donde las matrices K = (k;)); ..\ ,n»% ¥y q son

i

k, =k, =L(N,)=a(N,N,)= Z; [ @, XD N YD N ydx, i, =1,...2m
<

~

~ 4
U=7"=NsrlysTmiysesTom) (4.2)

g' = (4 ()ses Dy (W), 1y (), Ly (1)) =
=(=F),_, =Py (W), By () y5es By () )

con K simétrica.

2m
En efecto, teniendo en cuenta que u = Zr,.N . »yaque u € N(L), multiplicando ambos miembros de
i=1
la expresion Lu=O0por v=N,, j=1,..,2m(por lo que Lv=0), e integrando en [a,b] y
aplicando (2.9) resulta

2m _ 2m m B 2m
0=-2 LN+ 2r (. [a, NONPdx) =T, + >k 43)
= = p= i=

m

yaque [;(N;) =0, siendo k; =k, = z fapN,.(p)N;p)dx , de donde se deduce la simetria de
p=0

K. Obsérvese que esta simetria puede obtenerse directamente de la reciprocidad dada en (2.12) para

u=N,v=N,.
Por otra parte de (2.8), (2.9) y (2.10) para u arbitrariay vtal que Lv = 0 se tiene

2m _
a(u,v) = ZIP @), (v)
p=1
de donde se deduce que

a(N,,N,)=k; =k, =I(N,)

expresion que tiene gran interés ya que permite calcular también la matriz K mediante derivacion.
De la relacién (4.3) para cada j =1,..,2m, resulta, en consecuencia, la relacion matricial (4.1).

Obsérvese que dicha relacién matricial se puede poner equivalentemente en la forma particionada
siguiente que expresamos en términos de u directamente (con la términologia correspondiente a

(a,b) que es mas precisa, especialmente para el ensamblado posterior de los términos g(a*) y

q(7))
Kl(la'b) Kl(za’b) d(a*) _ G(a*)
Ky kg llae)) 367
donde las matrices K;.“’b),i, J =1,2 son de dimension mxm , #(a*) = (u(a),..,u"" " (a))’,

7(b7) = WD)y, " () G (@) = (), L (W), G(07) = (L, (), Ly, (1))

Es interesante sefalar el paralelismo del desarrollo realizado, con los elementos finitos o el analisis
matricial de estructuras cuando se aplica el método de los desplazamientos. En este sentido, la
construccion realizada aqui no es mas que una extension de los resultados, en dichas areas,
correspondientes a los problemas de segundo y cuarto orden relativos a los operadores diferenciales
indicados en (3.3). Podemos, por tal motivo, reivindicar para este campo de los splines la terminologia
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estructural y denominar a la matriz K como matriz de rigidez del elemento spline, a 7 o U vector de
desplazamientos nodales del elemento y a a vector de cargas nodales de equilibrio o de contorno del

elemento. Desde un punto de vista mecanico cada componente del vector de desplazamientos puede
considerarse que es dual o conjugada en el sentido de una cierta energia o trabajo, de la correspondiente
componente del vector de acciones nodales de equilibrio. Notese que, a diferencia con el método de

elementos finitos, aqui no se ha realizado ninguna aproximacion sobre la funcién © en [a,b],al emplear
directamente una base de funciones formada por elementos que verifican la ecuacién diferencial

2m
homogénea L(u) = 0. Tomando ahora v = ZS‘-N ; » con s; datos arbitrarios, puede comprobarse de

i=1
manera inmediata a partir de (2.10)y de Lv = 0 que la forma bilineal simétrica a(u, v) se puede poner
como

a(u,v) = f (ia D/uD’v)dx = 2zml,.(u)i,.(v) =5'KF
de donde resulta " .
[ Lupvax =5"(R7 - 7) (4.4)
o equivalentemente,utilizando la expresién matricial particionada en términos directamente de uy v
[ @owe = Gy, sy | i K Taa) fa@
K® Kg? u)] |g®)

Finalmente, el resultado de reciprocidad indicado en (2.12) se puede expresar, con la notacion de este
apartado, en la forma

(4.5)

uq,=vqg,
donde g,y ¢, son las acciones nodales que respectivamente corresponden a dos funciones u,V

definidas en [a, b] y pertenecientes al nucleo del operador L . Este resultado se interpreta después en el
apartado relativo a la ecuacion de equilibrio global.

4.2 Ejemplos de construccion de la ecuacion de equilibrio local

Exponemos a continuacidén, con propdsitos ilustrativos, tres ejemplos de construccion de la ecuacion de
equilibrio local. En primer lugar abordamos el caso de los splines de quinto grado, en segundo lugar el de
los splines en tensién para la situacion particular de coeficientes constantes en cada subintervalo y
finalmente,como tercer caso, el analogo al de la viga sobre fundacion elastica. Dicho caso,en términos de
splines,podria denominarse como el de splines tipo Winkler.

El operador diferencial para el primer caso es
L(u) = (1)’ D*(a,(x)D’u) = —Au'®

donde la funcién a,(x) = A > Oes constante en cada subintervalo (a,b). Dicha constante puede

variar de unos intervalos a otros, teniéndose, en dicho caso,los correspondientes splines de quinto grado
con peso. Los operadores

l—,.,i =1,..,6 se obtienen aplicando (2.7) y (2.11)
)= -Py(u)geg = —Au (@), L(u) = =P (1) g = 4 P at),
(W) = ~Py(W)geg = A P@*), Ty =Py),_, = 4 P o7),
sy = Py = -4 D7) Ty = Py = P

de esta manera queda definido el vector § o equivalentemente los vectores g(a*)y ¢(b™). La matriz
de rigidez del elemento spline se calcula mediante la primera expresion de (4.2). Teniendo en cuenta que

la base de funciones de forma locales {N = 1,..,6} esta formada por los siguientes polinomios

Ny =@ -0 vaset 62y, Ny =0t - 6?2 v sl caty it -
Ny =220 -3%z a3 - 2ynady, Ny =202 - sk s 62200
4
Ng =22 (-a% + 70 =322y 1%, Ng = 2202 =21z + 22y 21%)
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dondez = x —a y [ = b — aes la longitud del subintervalo, aplicando k,.j =k = l_,(N ;) resulta

7000 3601% 0> —720° 36011*  —60113
360 /1% 192/ 36112 3601t 1e81d - 24117
2 60/135 36/124 o1 —60/153 24/124 -3 (4.6)
7208 -360/1* —e0/1 1207 —360/1* 6011
60 /1% 1e8ri® 24017 —3e0n1* 192183 —36/1°
I Y TV R VYR Y TL N VLI VIR

El operador diferencial para el caso de los splines en tension es

L(u) = (=1)’ D*(a,(x)D*u) + (-1)D(a,(x)Du) = Au® — Bu®
donde las funciones a,(x),a,(x)en el subintervalo genérico (a,b) son constantes dadas

respectivamente por A> 0y B> 0. Estas constantes de igual manera que en el caso anterior pueden
variar de unos subintervalos a otros, teniéndose los splines en tension con peso. Precisamente esta

posibilidad de modificar los valores de las constantes citadas, especialmente el de la B que define la
tension, o mejor la traccion, es lo que ha dado gran popularidad a esta clase de splines en el campo de
los graficos. Los operadores que nos definen las cargas nodales de equilibrio

gy =), Lw)', §(07) = (W), L, W)’

son

() = ~By()ymq = AP (@) = Bu'(a®), Ly(w) = B () g = AP (@),

L) = ~Ry(w),_p = ~AuD@7) + Bu(dT), Iy = B,y = D7), (.7)

Teniendo en cuenta que las raices de la ecuacion caracteristica correspondiente a la ecuacion
homogénea L(u) =0 son, 0, dobley ,tr,con r =+ B/ A, labase de funciones de forma es,tal y

como puede calcularse de manera inmediata N =N »N,, N, N,) = C X donde

%' =(1,z,senh(rz),cosh(rz)), z=x—a

con
¢, —c,+1 —rc c, l-¢,
c 1 (cse, —e))/r l1—c, (cye,—c,+1)/r ¢ —c,e,
c, l-c¢, rc, -c c, -1
(¢, —¢cy)lr 1-¢, (¢, -1)/r (cy—c¢c)lr

l=b-a,c,=senh(rl),c, =cosh(rl),c,=rl,c, =2+c,yc, ~2c,

Aplicando ahora k,.j =k W= (N j) resulta la matriz de rigidez local de los splines en tension

r’c, r’(c, - 1) -r’c, r*(c, - 1)

oA r’(c,-1) r(cse,—¢)) r*(l=c,) r(c, —c;)
c, ~-r’c r’(l1-c,) r’c, r’(l-c,)
ri(e, =) r(e,-¢;) r*(l-c,) r(ese; —¢)

Finalmente el operador diferencial para el tltimo caso es

L(u) = (-1)’D*(a,(x)D*u) + a,(x)u = Au"® + ku
donde las funciones a,(x), a,(x)en el subintervalo genérico (a,b) son constantes dadas

respectivamente por A >0 y k > 0. Estas constantes como se ha indicado en los ejemplgs anteriores
pueden variar de unos intervalos a otros, teniéndose los correspondientes casos con peso. Los
operadores que definen en este ejemplo las cargas nodales de equilibrio
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g(a*) = (), @), q(b") = (5(u), 1, (w))'
son .
L) = ~By()geq = AP @), L) = - (w)y=q = -4PD(@*),

Iy(u) = ~Fy(u),_p = ~au® ®7), Iy =P,y = 4D e,

Puede observarse que las formas lineales l,.,i = 1,..,4 son idénticas a las de los splines cubicos con

peso, aunque las funciones de forma en lugar de ser polinomios clbicos, son,como en el caso anterior,
funciones trascendentes. Las raices de la ecuacion caracteristica son los cuatro nimeros complejos

siguientes (7 2 ir), con r =4/C/(4A) . Los elementos de la base los expresamos del mismo modo
que en el caso anterior como

N =(N,,N,,N,,N,) =CX

donde
X' = (cos(rz) cosh(rz), cos(rz) senh(rz), sen(rz) cosh(rz), sen(rz) senh(rz))
z=x-a
con
1 —r(ce,+ce,) r(ce,+ece,) r(cl-cl)
10 ci -1 el -1 €,¢, — €,Cy
- —rz 0 r(ce,+c,cy) —r(ce, +c,cy) 2rec,
0 - c,C, c,c, c,C, —C,Cy

¢, = senh(rl), ¢, = cosh(rl),c, = sen(rl),c, = cos(rl),c; =c} +c; -2

Finalmente la matriz de rigidez, que se calcula en la forma ya indicada, es

4r’(c,c, + c¢,)  2ri(ci —cl) -4r’(ce, +cycy) 4r’c,c,
oA 2ri(c; —cl) 2r(c,c, — ¢,¢,) —4r’c,c, 2r(c,c, — ¢,c,)
cs | —4r’(cc, + ¢,c,) ~4r’ec, 4r’(c,c, +cyc,)  2ri(ci —c})
4ricee, 2r(c,e, —cc,) 2ri(cl -¢l) 2r(c,c, - ¢c,)

NOTA: Los dos Gltimos ejemplos expuestos son casos particulares del correspondiente al operador
definido al final de (3.3). Cuando los coeficientes son constantes en cada subintervalo (a,d), es decir,
A(x) = 4, B(x) = B y C(x) = ka ecuacion caracteristica Ar® = Br* + k = 0 es bicuadrada y por
tanto se podria dar también en forma simbdlica como en los casos anteriores y, de una manera mas o
menos directa, en funcion de los coeficientes, las expresiones de las funciones de forma y de la matriz de
rigidez. No obstante dado el elevado nimero de casos posibles y,por otra parte,las facilidades actuales de
utilizacion de herramientas de célculo simbdlico, puede ser mas interesante, a efectos de célculo, seguir

para cada caso no trivial (4> 0,B # 0,k > 0) el proceso indicado en la teoria, es decir, calcular la
matriz de rigidez K del elemento spline mediante ki=k;= I(N ;) donde las formas lineales I son

aqui las mismas que se indican en (4.7) con la particularidad de que el valor de B (traccién o
compresién) puede ser positivo 0 negativo. Asimismo, las funciones de interpolacion N = 1,..,4 se

determinan en la forma usual, esto es,mediante N = C X donde X' = (¢,,9,,%;,9,) esta constituido
por un conjunto de funciones que forman un sistema fundamental para

L) = Au —=Bu® + ku=0
y lamatriz C de cambio de base es la inversa y traspuesta de la matriz M, es decir C = M ™" donde
los elementos de M son m; =1,(¢;),i, j =1,..,4, tal y como se deduce al imponer li(Nj)__: ;-

(c) Consejo Superior de Investigaciones Cientificas http://informesdelaconstruccion.revistas.csic.es
Licencia Creative Commons 3.0 Espafia (by-nc)



54

Informes de la Construccion, Vol. 51 n° 464, noviembre/diciembre 1999

4.3 Ecuacién de equilibrio global del spline generalizado

A continuacion se obtiene la expresion matricial de la ecuacion de equilibrio global del spline
generalizado. Basta emplear las expresiones (4.4) y (4.5) para determinar la correspondiente expresion

en [x,,xn], teniendo en cuenta para ello las condiciones (3.1) y la suma de las contribuciones de cada

subintervalo (x,.,)c,.+l ),i =1,..,n—1, es decir

X ' S ~ro - il Kliz u(x/ q(x;
L (Lu )vdx =Z V(x)V(xL)") [11:: K J[;((; ))J—[;((;_ ))}

Como Lu = 0 en cada subintervalo y considerando que las funciones # y v son en el intervalo total de

-1 " ~ - . .
laclase C™"', es decir ##(x; ) =u(x; ) en los nodos internos y lo mismo para v, se puede poner

F(x) s ¥(x,)")
u' = (u(x,) ., 4(x,)")

resulta, empleando las expresiones expandidas usuales de los elementos finitos para la matriz de rigidez
y vector de acciones nodales de equilibrio de cada elemento, la expresion

[ "(Lu)vdx = v (Ku-Q) =0 4.8)

donde K y Q equivalen al ensamblado habitual de las correspondientes matrices locales y que aqui se
obtienen como suma de matrices expandidas que resultan,al ampliar con ceros,las matrices locales en la
posicion correspondiente hasta llegar a la dimensién m X n , es decir

k-S| Kh Ko 0= §7GD
=1 " Kél Kéz i=1 5(";1)

K (mxn)x(mxn) ° (mxn)x1

Por otra parte,como la relacion (4.8) se verifica para cualquier Vv, se tiene la siguiente expresiéon que, por
la analogia ya citada, podemos denominar ecuacién de equilibrio global del spline generalizado

Ku=Q (4.9)
donde K es la matriz de rigidez global del spline generalizado, que es, simétrica y tridiagonal por bloques

y Qes el vector de acciones nodales exteriores. Las columnas de la matriz de rigidez pueden

interpretarse como las acciones nodales que resultan para los desplazamientos dados por las funciones
de forma globales. Dichas funciones de forma globales se obtienen a partir de las locales en la forma
usual y son splines generalizados cuyas componentes del vector de desplazamientos, son todas nulas
excepto una,que toma el valor unidad.

La expresion matricial de la forma bilineal a@(u, V) para las funciones u y v pertenecientes al espacio de
los splines generalizados es

m

n-1 . . .
a(u,v) = z [ (ZajD’uD’v)dx =v'Ku (4.10)
iz i

j=0
Formalmente se podria definir la energia de deformacion del spline generalizado como

—a(u,u)=—u Ku=—u
5 (u,u) 5 5 Q

para aquellos casos donde el operador L verifique las condiciones de no negatividad
aj(x)ZO,jzl,..,m—l,am25>0,xe[xl,x,,] =

Se debe destacar que la expresion (4.9) es una identidad resultante de la formula de Green (272) aplicada
al caso del operador autoadjunto definido en (2.5) y, por tanto, es satisfecha por cualquier spline
generalizado definido en la forma (3.1) con las condiciones de regularidad dadas en (3.2). Es importante
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sefialar que dicha expresién (4.9) inicamente pone de manifiesto que, fijados los desplazamientos de los
nodos mediante el vector Use tienen, de manera univoca, las acciones en los nodos definidas por el

vector Q.

Si distinguimos ahora con un subindice el origen de las acciones y si #y Vrepresentan dos splines
generalizados cualesquiera, relativos a los mismos nodos, de la simetria de la matriz de rigidez global y

de las expresiones Ku =Q,_, Kv = Q, se tiene el siguiente resuitado
t t
vQ,=uQ,
que es andlogo al teorema de reciprocidad en mecdnica de estructuras y que aqui se interpreta de la
forma siguiente:

( V) Para dos splines generalizados cualesquiera relativos a los mismos nodos, la suma de los
productos de los desplazamientos nodales del primero por las acciones nodales del segundo es
igual a la suma de los productos de los desplazamientos nodales del segundo por las acciones
nodales del primero.

También se tiene trivialmente Qu w = Qu + QV. que representa el principio de superposicion de
acciones nodales para un spline generalizado que es suma de otros dos.

4.4 Problemas de interpolacion con splines generalizados. Propiedades de minimo

Cabe ahora definir diferentes problemas de interpolacién para este planteamiento. El enfoque usual en la
teoria de splines generalizados ([1, pp. 195, 196]) consiste en imponer en cada uno de los nodos
condiciones de interpolacién de tipo Hermite, esto es, fijar los valores de las ordenadas y cierto numero de
derivadas sucesivas en cada uno de los nodos, en la forma

u(”(x,.) =Yuri=l.,mj=0,1,.,z-1
donde el valor de z es la deficiencia, tal que 1< z < m (obsérvese que en el apartado tres de este

trabajo permitimos que la deficiencia pueda ser diferente en los distintos nodos internos). Con estas
condiciones el objetivo es calcular una funcién del espacio de splines generalizados que sea de la mayor

. . . 2m-1~
regularidad posible,es decir,de la clase C™™ en [x,,xn].

Nuestro planteamiento, sin embargo, permite resolver problemas de interpolacion mas generales, donde
podemos imponer para cada nodox,.,i =1,..,n y para cada orden de derivacion, condiciones de
interpolacion del tipo Hermite-Birkhoff, definidas a partir de la matriz de incidencia ({52, p. 248}, [5 p. 75])
E=(E;),E; € {O,l},i =1,..,n,j =1,..,m en la forma siguiente: si E}; = lesto quiere decir que

fijamos el dato u"/™ (x;) . no fijandose en el caso de que E; = 0. Es decir se dan algunas de las
componentes del vector de desplazamientos

u' = w(x,),, " (X)) u(x, )y u" V()
de modo que en cada nodo las derivadas datos no requieren ser consecutivas y en diferentes nodos las
derivadas fijadas pueden ser distintas, es decir, los datos que se fijan constituyen una sucesion, que para
cada nodo (en-los que se den datos Gnicamente), no es obligatoriamente completa ni correlativa. Por otro
lado el planteamiento propuesto permite fijar ademas y simultaneamente, las componentes del vector de
acciones nodales exteriores que son duales de las componentes no prefijadas del vector de
desplazamientos. Dichas componentes son

Q' = (~Py(), v~ Puct (), s Py(W) . = PoW) oo Py (), = Py (), _ o

. Po(u),‘”;_l -k (u)"x:_‘ s Pm—l(u)x”;_l - P, (u)x:,‘:_l By (u),”; 2 Pm-](u)xzx: )
(4.11)

En resumen puede plantearse el siguiente problema de interpolacion. Determinar el spline generalizado
definido por las condiciones (3.1) y (3.2) tales que se conocen para el mismo p componentes de las
n x mdel vector Ude desplazamientos nodales y s =nXxm — p componentes del veTtor Q de

acciones nodales, ocupando, estas Ultimas, posiciones complementarias respecto a las componentes
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. . . . * *
reordenar filas y columnas, el sistema de ecuaciones siguiente, donde up’Qs son los datos y

u,, Qp son las incognitas a determinar

Ko K lluy)_|Q, (4.12)

K K || u, Q,

sp ss

El problema tiene solucion unica si la submatriz Kss es regular, resultando formalmente en dicho caso

*

u, =KJ(Q; -K_u,),Q, =K _ u +K_u, (4.13)

Obsérvese que cuando el problema de interpolacion esta bien planteado, es decir, cuando tiene solucién
Unica, las acciones quedan univocamente determinadas en aquellos puntos donde se han fijado los
desplazamientos y, reciprocamente, los desplazamientos quedan univocamente determinados en donde
se han fijado las acciones. Véase que entre los problemas de interpolacion posibles también se
encuentran aquellos casos extremos donde o bien se fijan todos los desplazamientos o bien se fijan todas
las acciones nodales. El primero es un problema de interpolacion de Hermite a trozos en el espacio de
splines generalizados donde,independientemente de la regularidad o no de la matriz de coeficientes de
(4.9), el vector de acciones nodales queda univocamente determinado. Por otra parte, la otra situacion
extrema requiere, precisamente, que la matriz citada sea regular, para que queden univocamente
determinados todos los desplazamientos.

Esta forma tan general de imponer las condiciones de interpolacion, fijando algunas componentes del
vector que hemos denominado de desplazamientos, coincide,en parte,con las que se emplean para tipos
particulares de L-splines como son los splines heterogéneos ([1, p. 194,195]), Lg-splines ([26, p.106]), } -

splines ([53, p.12]). Sin embargo, en ninguno de estos tipos se trata la asignacién de valores a las

correspondientes componentes del vector Q ya que por la formulacién alli efectuada, diferente a nuestra
formulacion matricial, el vector citado de acciones nodales exteriores, no queda determinado
explicitamente. El valor que consecuentemente por defecto queda asignado para las correspondientes

componentes del vector Q es,precisamente, el valor nulo.

Respecto a la unicidad de solucion del problema de interpolacion con splines generalizados planteado, se
tiene el siguiente resultado:

( VI ) Suponiendo que el operador diferencial L verifica ademas de las condiciones (3.2) las
condiciones de no negatividad a j(x) 20,7=0,.,m—1 en [xl,xn], y las longitudes de cada
subintervalo son tales que se verifica ( lll ), entonces el problema de interpolacion de splines
generalizados planteado tiene solucién tnica y equivalentemente Kss es regular, si la anica

solucién del problema de Hermite-Birkhoff de obtener un polinomio p,_, (x) (de grado k —1) que
verifica las mismas condiciones de interpolacion que el spline pero con datos nulos, u: =0,es
el polinomio nulo, siendo k el minimo de {0,1,..,m}tal que a,(x) > 0en algin subconjunto de

medida positiva del intervalo [xl » X, ]

En efecto, poniendo U, = u, = 0 se deduce que K| es semidefinida positiva ya que

K, K,Jo
u

sp ss s
n-1 " m m
_ it _I 2 _ n 7 2
_ZJ: > a,(D7uy?ydx = [ a;(D7uy*)dx >0
=0 ' j=0 tj=0
donde u es el spline generalizado tal que up = u: = 0 con valores correspondientes a u . arbitrarios.
Para ver cuando es definida positiva, ponemos F(u,)=0 vy determinamos el =valor de

k= min{O,l,..,m tal que a,(x) > Oen algin subconjunto S C [xl,xn] de medida de Lebesgue
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positiva (esta condicion no es vacia ya que por hipétesis a,, >0 > 0en todo [xl,x"]). En estas

condiciones u("')(x) =0en [xl’xn]' luego u en cada subintervalo debe ser un polinomio de grado
menor o igual que m —1, por otra parte si kes estrictamente menor que m, de la condicién

u®(x)=0en S, se deduce que u = p,_,(x) es un polinomio de grado menor o igual que k —1en
S . Como por otra parte u es de la clase C™ ' en [xl,xn] y de la clase C*™ en cada subintervalo
(x;,x;,,) . el polinomiox = p, ,(x) queda prolongado a todo [xl X, ] Si ahora el tnico polinomio de
grado menor o igual a k — 1 que verifica las condiciones dadas por u p = u: = 0 es el polinomio nulo,

entonces U, = 0y consecuentemente K es definida positiva y por tanto regular y el problema (4.12)
tiene solucién unica.

La aplicacion del resultado anterior, por ejemplo, al caso de interpolacién con splines cubicos con peso,
indica que basta fijar al menos dos ordenadas o una ordenada y una pendiente en el conjunto de nodos
{x,,xz,..,xn}, para que el problema tenga solucién unica. Esto es lo que, en el lenguaje de las

estructuras, se expresa diciendo que las condiciones de vinculo de la viga deben ser tales que las
condiciones de desplazamiento de valor nulo derivadas de ellas hagan que el unico polinomio de primer
grado que las verifique sea el polinomio nulo. Esto,como es bien conocido,se consigue fisicamente con al
menos dos apoyos 0 un apoyo y un empotramiento (no necesariamente en el mismo nodo).

Por otra parte,la aplicacién al caso de los splines de quinto grado con peso, donde las condiciones en
desplazamiento que se pueden fijar en cada nodo son ordenada, pendiente y derivada segunda, nos
indica que basta con fijar, en el conjunto de nodos, al menos tres ordenadas, o una ordenada y dos
pendientes, o dos ordenadas y una pendiente en un nodo que no sea punto medio de los dos donde se ha
fijado la ordenada, efc., para que el spline de quinto grado quede univocamente determinado. Como
puede verse estas condiciones son,de tal modo, que el dnico polinomio de segundo grado que las verifica
con datos nulos es el polinomio nulo.

A continuacion, en relacion con aspectos energéticos, indicamos que, de modo analogo a los problemas

lineales de elasticidad, se verifica, para los splines generalizados, el principio de energia potencial total
. . . .’ hd

minima. Supongamos que las condiciones de interpolacién dadas por las componentes u p del vector de

desplazamientos son tales que el correspondiente problema de interpolacién de splines generalizados
tiene solucioén Gnica. Donde la solucion se calcula para las acciones dadas por los datos simultaneamente

impuestos definidos por el vectorQ:. Sea g(x),x¢€ [xl,xn]una funcion arbitraria que verifica los
datos dados por u;, se define la energia potencial total para dicha funcién como el valor del funcional

F(g) donde
1 n “ ] 2 t *
F(g)=> [ (X a,(D'8))dx - Q] @14)

donde g,son los desplazamientos (conocidos) de la funcion g(x) correspondientes a las posiciones

complementarias de las componentes de u;. El primer sumando de (4.14) puede denominarse, por

analogia con la mecanica de estructuras, energia de deformacién. En el campo de los splines es habitual
emplear unicamente esta energia de deformacion pues el segundo sumando no aparece en la expresion
por las razones ya comentadas, donde, al no considerarse en otras formulaciones el vector de acciones

nodales, el valor que por defecto queda asignado es Q: = 0. Asimismo dicha energia de deformacion es
expresada en los textos y trabajos mas conocidos, en términos del operador diferencial en forma

factorizada donde la interpretacion estructural como se vera,es diferente.
NOTA: La expresion que define la energia tiene sentido cuando g(x) pertenece al espacio de Sobolev
([54, p. 45)) W2” [xl,x,,] o H'"[x,,x"] formado por el conjunto de funciones reales /i tales que

D™ 'h es absolutamente continua en el intervalo dado y D™ A es de cuadrado integrable en @ sentido

. . -1 . .
de Lebesgue, es decir D"h € L, , teniéndose que H'"[x,,x,,]c c" [xl,xn]. Dicho espacio de
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Sobolev puede verse como el resultado de completar el espacio de funciones C* [x1 s xn] con respecto a

la norma
172

m
e = [ Qo (D7 RY)dx
1 j=0
Se tiene el siguiente resultado para la energia

( Vil ) El funcional de energia definido por (4.14) toma el valor minimo cuando g es el spline
generalizado u (anico por hipétesis) que satisface (4.12).

. m b . .
En efecto, llamando v =g —u se tiene que v € H [x,,x”], vp = vp =0, es decir, verifica las

mismas condiciones de interpolacion que gy u pero con valores nulos para las componentes fijadas del
vector de desplazamientos.

F(g)=F(u+v)=F(u)+ % [ (ia J(DTv)?)dx +( [ (ia ,D/uDv)dx - v'Q;)

El tercer sumando del segundo miembro es nulo como se deduce de aplicar (2.9) a cada subintervalo
(x;,%;,,). yobservar que L(u) = Oen dichos subintervalos. Por otra parte,el segundo sumando, en
virtud del resultado ( VI ) y por la hipétesis de unicidad realizada, es nulo Unicamente cuando
v(x) = 0en [x,x,].

A partir del resultado anterior se deriva de manera inmediata, para el operador en la forma usual dada por
(2.5),lo que en el campo de los splines y para el operador diferencial en la forma factorizada (2.14) y con
Qs = () se conoce como primera relacion integral. Esta,en nuestro planteamiento,se expresaria como

3 [ Cawiana=, [ Ga@ - [ (Sa,whras

de donde se deduce la siguiente propiedad de minimo

m m
n i 2 n i 2
[Qa,'))dx=[" Q. a,(Du)*)x
toj=0 toj=0
que puede interpretarse como que el spline generalizado que interpola los datos dados por u;, es la
funcion para la que la energia de deformacién toma el valor minimo.

Asimismo, cuando g € H "'[x,,x"]venﬁca las mismas condiciones de interpolacién que el spline

*

*
generalizado, dadas por los vectores de datos uprs, entonces se tiene la relacién que para el
operador en la forma factorizada se conoce como segunda relacién integral

[ -wie =[ Qa0 (g-w))ax 1)

En efecto, basta aplicar para cada subintervalo la expresiéon (2.6) tomando las dos funciones iguales a
g —u ytener en cuenta que L(g —u) = L(g) y que las componentes conocidas y calculadas por las
expresiones (4.12) y (4.13) son (por hipdtesis) las mismas para g y u. De esta forma la expresion
siguiente es nula

i(—l)i ((g- ”)(k)ﬂ(g —u)) :}. -

y se tiene el resultado (4.15)
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4.5 Resultados para el caso donde el operador esta en forma factorizada

Indicamos a continuacion y de manera muy esquematica la construccion de las ecuaciones de equilibrio
local y global para los splines generalizados cuando el operador esta en la forma factorizada dada por
(2.14). Dando los mismos pasos que en el caso correspondiente al operador en la forma autoadjunta
usual y considerando las expresiones (2.17), (2.18) y (2.4) y las mismas hipétesis respecto a la existencia
de las funciones de forma que constituyen la base de Lagrange para la interpolacion de Hermite

generalizada relativa al intervalo [a, b], se tiene el siguiente resultado andlogo a (1V)

( vt ) Sea L(u)=L,(L,(u)) el operador diferencial autoadjunto en forma factorizada,
l,k=1.2my ] .»k =1,..,2m las formas lineales definidas en (2.4) y la forma bilineal simétrica
a,(u,v) correspondiente. La soluciénde Lu=0en [a,b] tal que

[,(u)= u“V(a) = Tes bam@) =u® (b)) = Veam» k= 1,.,m

donder, ,k =1,..,2m son nameros reales arbitrarios dados, verifica la siguiente relacién matricial
que denominamos ecuacion de equilibrio local o ecuacion de equilibrio del elemento de spline

generalizado en el intervalo [a, b]
K u=gq
donde las matrices K, = (k;), ., ,n»¥ y g son en este caso

k, =k, =L(L(N)) = a,@uv) = f L(N)L,(N )dx,i,j =1,.,2m
p=0

U =7 =(Ryos Oy s Foriseos Tam )
@ = L)y Ly (W), Ly () [y () =
=(-po (Ll(u))xza ses ™ Pt (L (1)) soas Po(Ly (1)) sopsees Py (L1 () 2p)

y las denominamos respectivamente como matriz de rigidez local, vector de desplazamientos
nodales y vector de cargas nodales de equilibrio para el elemento de spline generalizado.

Asimismo, mediante el proceso usual de ensamblado se llega a la ecuacion de equilibrio global
Kn“ = Q1 analoga a la (4.9) donde el vector de desplazamientos U es el mismo que el alli definido, sin
embargo el vector de acciones nodales exteriores Ql es diferente al definido en (4.11) al venir dadas la
componentes de dicho vector en términos de la composicién de los operadores p;,i =0,..,m —1y L, ,
distintos en su naturaleza a los P.,i = 0,..,m —1definidos en (2.7). Por la misma razén también es

diferente la matriz Kl . Asimismo la expresién de la forma bilineal analoga a la (4.10) es,en este caso,

a,(u,v) = Z' [ Li@)L,(v)dx = v'K u

Por otra parte, los resultados sobre la unicidad de solucion del problema de interpolacién analogo al
planteado en (4.12) y asimismo las propiedades de minima energia potencial total y la primera y segunda
relacion integral se derivan de la misma forma, aunque las expresiones que se obtienen son diferentes.
En la referencia [1] se realiza un estudio muy detallado de los splines generalizados utilizando la forma
factorizada del operador, obteniendo la primera y segunda relacion integral, entre otras propiedades; no
obstante no aparece el concepto de accién nodal, ni en ningGn punto se realizan desarrollos que puedan
considerarse préximos al esquema matricial aqui propuesto.

Exponemos,con un ejemplo sencillo, el distinto significado de la matriz de rigidez y del vector de cargas
nodales , dependiendo de que se emplee para el operador la forma autoadjunta usual o la factorizada.

Sea el operador correspondiente a la barra sometida a esfuerzos axiles y embebida en un medio elastico

L(u) = —(A(x)u') + k(x)u, x € (a,b).
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Consideremos el caso particular A(x) = A(cte), k(x) = k(cte), x € (a,b) donde un sistema
fundamental de soluciones deL(u)=0es {¢7l(x) = exp(rx),p,(x) = exp(rzx)} donde
h,h = i'\/m . A partir de dicho sistema se obtiene,en la forma usual,la correspondiente base de
Lagrange de funciones de forma {N 1»IN, . Paraeste caso /(1) = u(a),l,(u) = u(b) y las acciones
nodales de equilbio son [ (u)=~-P,(u),_, = -Au'(a), l,(u) = P,(u),_, = Au'(b). Los

elementos de la matriz de rigidez local K se obtienen de ky=k;= I(N ;) resultando la ecuacion de
- AN[(a) - ANj(a)|[u(a)] [~ Au'(a)
AN!(b)  ANI(b) |[u(®)| | Au'(®)

Si se emplea, por otra parte la forma factorizada para el operador L, resuta L(u) = L; (L, (u))

con L (u) = JAau' + \//;u y L; ()= —JAu' +ku , siendo, para este caso, las acciones nodales

equilibrio local

L(L, () = = po(L,(1)),., = ~VAAu' + Vku),_, = - Au'(a) - Jaku(a)
L(L, () = po(L, (1)), = VAN AU’ + Vku),_, = Au'(b) + Ak u(b)

donde p, (v) = Hu tal y como se indica en (2.3) . Los elementos del?I se obtienen de la manera
indicada en VIII, resultando la ecuacién de equilibrio

- AN!(a)- JAk N, (a) - AN)(a)- 4k N,(a) [u(a)}
AN!(b) + N4k N, (b) AN (b)+ Jak N,(b) [[u(b)

|- Au'(a) - A4k u(a)
Au'(b) + N Ak u(b)

que teniendo en cuenta que N,(a) =1,N,(b) = 0,N,(a) =0, N,(b) =1 queda reducida a

|- Au'(a) - N Ak u(a)
Au'(b) + v Ak u(b)

Como puede observarse la informacién contenida en ambas ecuaciones de equilibrio es la misma, pero la
naturaleza de la matriz de rigidez y de lasacciones nodalesde equilibrio es diferente. Por ejemplo,la matriz

de rigidez en el primer caso es regular pues 7'Ku = J:I(Au”2 +ku*)dx > 0,u e N(L),u" # (0,0)

- AN !(a) - JAk — AN(a) [u(a)]
AN/(b) AN (b) + Ak [[u(b)

y, en el segundo caso, es singular, pues ‘Kii = f(L1 (w))’dx =0,u € N(L), para algunos
u' #(0,0), por ejemplo parau(a), u(b) correspondientes a u = exp(—vk / Ax).

Asimismo las acciones nodales de equilibrio en el primer caso son los axiles del célculo de estructuras.
Para el segundo caso,sin embargo, el significado de las acciones nodales es distinto al usual. La ecuacién
de equilibrio global en el caso factorizado contiene exactamente la misma informacion que la
correspondiente al operador autoadjunto en la forma usual y se podria, con las modificaciones
convenientes de la matriz de rigidez global y del vector de acciones nodales, transformar una cualquiera
de las ecuaciones en la otra.

Esta cuestion del estudio comparativo de ambos planteamientos ha sido objeto de estudio en algunos
trabajos sobre splines. Por ejemplo, en la referencia [39] se analiza la construccion de splines en tension
utilizando directamente la minimizacién en el espacio de Sobolev H 2 [a,b] de los funcionales
cuadraticos derivados de las formas bilineales

a(f,8)= [(f &'+t b(f,g)= [(f"+e/"Ng" +cg)dt ~

llegandose a que ambos esquemas conducen al mismo conjunto de ecuaciones para determinar el spline.
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4.6 Comentarios sobre la interpretacion estructural en los splines usuales y aplicacion de una extension
de la idea de spline generalizado

La idea de spline desde sus origenes ha ido, generalmente, asociada al hecho de que dichas funciones
minimizan un cierto funcional de energia que puede ser interpretado desde un punto de vista fisico o
geométrico. Los ejemplos mas notables en este sentido son los splines clbicos y los splines en tensién y
variantes de ambos tipos. Hay gran nimero de referencias que tratan sobre la construccién de tipos
particulares de splines a partir de la minimizacion directa de ciertos funcionales de energia, de tal manera
que pequefias modificaciones en el funcional han servido para introducir nuevos tipos de splines, los
cuales pueden considerarse como simples variantes de los splines cubicos y de los splines en tension.
Una referencia que consideramos de gran interés, precisamente por analizar desde el punto de vista
variacional esta evolucién de los diferentes tipos de splines, es el trabajo de Hagen y Schulze ([46]). A
continuacién y con objeto de ilustrar la evolucién que hemos indicado, comentamos la interpretacién
estructural de algunos tipos particulares de splines e indicamos la posible aplicacion del enfoque matricial

propuesto en este trabajo.

NOTA: No comentamos aqui los clasicos trabajos de Larkin ([55]), Glass ([56]), Woodford ([57]) y Malcolm
([58]), pues,aunque todos ellos tratan el interesante problema de la interpolacion de datos mediante la
teoria de la eldstica, el planteamiento que siguen es no lineal y, por tanto no interpretable en la forma
matricial usual correspondiente al enfoque lineal del método de los desplazamientos.

En primer lugary obviando los detalles, por bien conocidos, para los splines cubicos y los splines en tension

usuales ([38, 40, 43, 44, 45]), centramos nuestra discusion en los U — splines que son introducidos por
Nielson ([39]) con el propésito de conseguir resultados analogos a los splines en tensién, en lo referente a
{a eliminacién de puntos de inflexidn extrafios, pero empleando funciones polinémicas cubicas. La idea de
Nielson es sustituir el segundo sumando del funcional de energia de deformacién de los splines en

tension
[rrenar e [ (rapar
n-1
por la expresién ZU‘. (f'(t.))?,0; 20 donde @ =1, <t, <..<t, = b. Posteriormente Foley ([45])
i=1
introduce otra modificacién en el funcional de energia de los splines en tension sustituyendo el primer
n-1
sumando por Za),- IM
i=0 i
mayor de pesos que pueden modificarse a voluntad. El funcional que queda finalmente es

(f"(1)*dt,@, > Ode esta forma el funcional que emplea tiene un namero

n-1

So[" roras Sy

i=0 !

Por otra parte,el problema a resolver es determinar en el conjunto de funciones

F={f € B, f(1) = 3i = 0uam, (1) = ¥4 £',) =

aquéllas que mimimizan los funcionales indicados, llegéndose a que dichas funciones son,en ambos
casos,splines ctbicos en el sentido generalizado,es decir, splines ctbicos de la clase C L

Ni en la publicacion de Nielson ni en la de Foley hay interpretaciones de tipo estructural que indiquen que
por ejemplo,en el primer caso, la funcién extremal representa el modelo de una viga continua de rigidez
constante apoyada en cada uno de los nodos intermedios con empotramientos en los extremos y con
empotramientos elasticos en todos los nodos intermedios. Por otra parte, en el segundo caso, la rigidez es

ademés constante en cada subintervalo. La resolucién, desde nuestro planteamiento matricial, es
inmediata. En primer lugar, la funcién que se busca no es mas que un spline cibico en sentido

generalizado, donde,con nuestra notacion L(u) = D?(A(x)D*u), donde la rigidez es constante en
cada subintervalo, es decir A(x) = @;,x € (x;,x,,,),i =1,..,n—1. El funcional de energia potencial
total es,en este caso, :
1 n-1 3 n-1
Flg)=52 0, [ @ (N ds-Y. g(x)M,
i=1 ! i=

. . N N =2 . . . .
(c) Consejo Superior de Investigaciones Cientificas ! http://informesdelaconstruccion.revistas.csic.es
Licencia Creative Commons 3.0 Espafia (by-nc)



62

Informes de la Construccion, Vol. 51 n° 464, noviembre/diciembre 1999

que los vectores de desplazamientos y de fuerzas nodales son aqui
* ,. * 12 . ' . " * *
u= (U, U Uy, Uyt U, U ),Q=(F,M,F,,M,,..F,_ .M, ,F.M)

donde se ha indicado con un (*) los valores conocidos. Se han distinguido en el vector de acciones
nodales los dos tipos de acciones que actiian en cada nodo, esto es, las duales de los desplazamientos
verticales y las duales de las pendientes. Como puede verse las pendientes en los nodos intermedios son
desconocidas; pues bien basta expresar, en este caso, sus acciones duales como conocidas. Estas
acciones, en términos estructurales, son los momentos en los nodos intermedios y,como en dichos nodos
hay realmente empotramientos elasticos,se tiene que M i= —ku ,i=2,.,n—1. Obsérvese que el

funcional de energia quedaria en la forma o
1 n-1 . . n-1 ,
F(g)= (o [ @) dv+ 3 k(E'(x))) (4.16)
i=1 ! i=2

El método matricial propuesto en este trabajo, en lugar de minimizar el funcional anterior para el conjunto
dado de condiciones de interpolacién, como es usual en las publicaciones ya citadas, consiste
simplemente en afiadir a los elementos de la diagonal principal de la matriz de rigidez global del spline

generalizado, los valores k,. en las posiciones correspondientes a u‘f ,i=2,..,n—1, tomando el nuevo

vector de acciones nodales justamente el valor nulo para las componentes situadas en las posiciones
citadas. Esta operacién,como puede comprobarse,es equivalente a la minimizacién del funcional anterior
y,ademas,tiene la ventaja de que podemos imponer diferentes condiciones de interpolacion en cada nodo
y modificarias a voluntad en cada caso, sin necesidad de tener que construir el sistema de ecuaciones
para cada conjunto particular de condiciones.

Hay que indicar que ademas de introducir estas modificaciones en el funcional de los splines en tension
para conseguir reducir el numero de puntos de inflexién extrafios que aparecen para determinados
conjuntos de datos cuando se emplean los splines cibicos usuales, se han realizado modificaciones mas
simples, como la que resulta de eliminar el segundo sumando de (4.16). En definitiva, la modificacion

consiste en trabajar Unicamente con splines cubicos con peso, eligiendo dichos pesos @;

convenientemente. Un trabajo muy notable, por los resultados que se obtienen, es el de Salkauskas ([40])

donde se toma como peso, en cada subintervalo, una cierta funcién de la pendiente de cada tramo
-3 .

w, = {1 + (Vi — y,.)2 / h,.z} »h; = x;,, — x, . Otra alternativa propuesta por de Boor ([6, p. 303]) para

el mismo propdsito es utilizar splines cibicos ordinarios con nudos adicionales y los correspondientes
datos de ordenadas en ellos, situados en las zonas donde se quiere que la gréfica de la funcién,
modifique la curvatura o cambie de direccion. Pues bien, para estos planteamientos, a pesar de que el
objetivo tiene una importante interpretacion estructural, los métodos utilizados en ambas publicaciones
han sido fundamentalmente de tipo algebraico.

Otro caso de interés donde puede explicitarse ademas la idea de acciones nodales generadas por
uniones de tipo elastico, es el de los splines de suavizado al que de Boor en A Practical Guide to Splines
(6]) dedica un capitulo completo. El funcional que se desea minimizar en el espacio H"™ [xl R xn] es de

la forma

PY KU G)-2) +-p [ (F@ () dx, 0<p<]

Para este caso el procedimiento de construccién que proponemos se basa también en una simple
modificacion de la ecuacién de equilibrio global correspondiente a los splines polindmicos generalizados

de grado 2m —1 correspondientes al operador diferencial L(#) = D™ (A(x)D™u) donde Ia funcién

que hace las veces de la rigidez (en un sentido generalizado) puede tomarse constante en cada
subintervalo, generalizando algo mas el funcional anterior.

La interpretacion estructural consiste en considerar que los puntos de la grafica de la funcién que se
busca, estan unidos elasticamente en cada nodo a los puntosdeordenada Y;, con constantes de valor
pk,.. Esto, como puede verse observando el funcional de energia después de desarrollar-e! primer
sumando, equivale a una union elastica en cada nodo, de la gréfica, a un punto de ordenada nula (es
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decir,en el eje x) y simultaneamente una accion nodal de valor pk;y; que es dual del desplazamiento en

el nodo. En resumen, la ecuacién de equilibrio global de los splines de grado 2m —1 con peso, donde
A(x) = A, (cte);x € (x;,x,,,),i =1,..,n—1se modifica en la forma siguiente: a los elementos
situados en la diagonal principal de la matriz de rigidez global, en las posiciones correspondientes a los
desplazamientos u;,I = 1,..,n se le suma el valor de la constante elastica pk,., y el vector de acciones
nodales tiene todas sus componentes nulas excepto aquéllas que tienen la misma posicion que los
desplazamientos, las cuales tienen por valor pki Vi

Como puede deducirse a partir de la estructura del vector de acciones nodales, en este caso, la
. . . . 2m-2
regularidad de la funcién spline que se obtiene es de la clase C~™ “ cuando se toman todos los pesos

iguales, es decirsi A(x)=1-p,xe [xl,xn], en caso contrario la regularidad se reduce a C™ ' en
todos aquellos nodos donde haya discontinuidad en el peso.

El caso particular de estos splines de suavizado para m = 2, al corresponder de nuevo a un caso de
splines cubicos ha sido tambien muy estudiado. En la referencia [59, p. 57] se comenta, con diversas
ilustraciones gréficas, la influencia del parametro py se indican,a su vez,otras referencias que tratan

sobre la determinacion automatica de dicho parametro.

Otra aplicacion del enfoque matricial propuesto es la construccién de splines paramétricos tanto en el
plano como en el espacio, es decir para (x(¢), y(¢)) en R*o (x(2), y(2), z()) en R>. En este caso

se trata de construir una curva con n nodos que se corresponden con puntosE,i =1,..,n del plano o
del espacio y el parametro f puede ser de tipo uniforme: en los sucesivos nodos va tomando los valores
t, = 0,1,..,n —1, o representar la longitud acumulada de la cuerda: el pardmetro aproxima la longitud de
arco de la curva, mediante la longitud de la poligonal que une los puntos, es decir
t=0,t,, =t +PP,

iel b1 =1,..,n —1. Para estos splines paramétricos se establece una ecuacién de

equilibrio tanto local, en cada [t‘.,t‘.H] como global, en [tl,tn]para cada una de las componentes por

separado, considerando cada componente como una funcién spline, donde la variable independiente es el
parametro £ . Al ser las matrices de rigidez local y global las mismas para las distintas componentes, cabe
la posibilidad de emplear una Unica ecuacion de equilibrio tomando el vector de desplazamientos y de
acciones nodales de modo que incluya las componentes de cada una de las funciones. Aqui, si cabe, la
aplicacion del método, es mas interesante desde el punto de vista de las interpretaciones de tipo
estructural, al no ser éstas tan directas como en los splines generalizados (no paramétricos).

A continuacién realizamos unos breves comentarios sobre otras alternativas posibles al método matricial
de célculo de splines generalizados propuesto en este trabajo. EI método desarrollado aqui es el método
de los desplazamientos donde, en primer lugar, se determinan los desplazamientos desconocidos y
después se pueden determinar tanto las acciones .nodales exteriores desconocidas en los nodos
correspondientes, asi como las acciones nodales de equilibrio en los extremos de cada elemento. Una
alternativa al método propuesto, podria ser, manteniendo la analogia estructural, el método de
compatibilidad o de las fuerzas, donde las incégnitas que se determinarian en primer lugar son las
acciones nodales de equilibrio en los extremos de cada elemento y después los movimientos de los
nodos.

Este método de calculo de los splines generalizados basado, en la idea de compatibilidad de
desplazamientos, es muy sencillo de construir a partir del paralelismo citado, de ahi que omitamos su
desarrollo. Por otra parte hay esquemas de céalculo de splines basados fundamentalmente en enfoques de
tipo algebraico, que,en el fondo y de una manera parcial, estan aplicando la idea citada de compatibilidad.
Esto sucede cuando se eligen como incdgnitas derivadas altas (por ejemplo,desde la de orden m hasta

la de orden 2m —1) que,como hemos visto, van asociadas, desde nuestra interpretacién, a acciones
nodales, y se imponen después condiciones de compatibilidad de desplazamientos en los nodos. Un
ejemplo de esto se tiene cuando se determinan splines cubicos eligiendo como incégnitas las derivadas
segundas en los nodos, imponiendo después, como condiciones de compatibilidad, la igualdad de
derivadas primeras por la izquierda y derecha en cada uno de los nodos intermedios, obtenjgndo  las
conocidas ecuaciones de los tres momentos.
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Respecto a la ventaja de un procedimiento frente al otro, proponemos, sin profundizar en la discusion,
como método méas sistematico para la construccién de splines (formacion de la ecuacién de equilibrio
global), el de desplazamientos, aunque para casos muy particulares donde, por ejemplo, las condiciones
de interpolacién no van a variar, la idea de compatibilidad puede ofrecer alguna ventaja. A este respecto
puede ser ilustrativa, aunque no de traslacion inmediata a los splines generalizados, la discusion realizada

en [60, p. 226].

Finalizamos este apartado apuntando,de manera esquemética, la posibilidad de construir splines cuyo
operador diferencial Ll (autoadjunto o no) es de orden m , mediante una cierta extension de la teoria de

splines generalizados asociados al operador L= L;Ll que es autoadjunto y de orden 2m . La idea

. . . . . . *
consiste en sumergir dicho spline dentro de los splines generalizados relativos al operador L = LlLl,
imponiendo para este Uitimo solamente las condiciones de regularidad correspondientes al spline

asociado al operador L,. El procedimiento de construccién se basa en utilizar las ecuaciones de
equilibrio local correspondientes a los splines asociados al operador L , ensambladas de manera que el

nuevo spline generalizado no sea obligatoriamente de la clase C ™1 Esto se consigue desacoplando
convenientemente ciertas derivadas en el vector de desplazamientos e imponiendo, ademas, ciertas
condiciones de nulidad para las componentes del vector de acciones nodales que son duales de las
componentes incognitas del vector de desplazamientos.

Para ilustrar el esquema anteriormente citado, nos vamos a centrar simplemente en la determinacion de
los splines de segundo grado mediante los splines de grado cinco, considerando éstos en un sentido
extendido. Este caso,a pesar de su sencillez, permite,con una sencilla generalizacion,dar la construccién
sistematica de los splines de grado par. Dichos splines van asociados a operadores diferenciales que no
son autoadjuritos y, por dicho motivo, los métodos de construccion empleados para tales splines son
fundamentalmente algebraicos ([1, p. 109]). Los splines de segundo grado van asociados al operador

diferencial L, (u)=D’u vy los de quinto grado a L(u)=L:(Ll(u)) =—D®%. Sean los nodos

X, <x, <..<X,, imponiendo que los splines de segundo grado sean funciones de la clase C l.
desacoplando en el ensamblado de las ecuaciones de equilibrio de los splines de quinto grado las
derivadas segundas en los nodos intermedios, esto es, se consideraran para dichos nodos
u, =u"(x; ) u =u"(x;),i=2,.,n—1 como valores distintos. De esta forma el vector de
desplazamientos de la ecuacién de equilibrio global para los splines de quinto grado desde este punto de

. . . 1 2
vista extendido (funciones de la clase C en lugar de ser C*) es
t _ ’ " v, ot ’ "~ nt [ L4
U = (1, Uy, Uy, Uy Uy, Uy Uy Uy U, Uy Uy U, U, U,)
. / -
Asimismo el correspondiente vector de acciones nodales es

Q" = (-, P D +u S )
La matriz de rigidez global para este nuevo spline de quinto grado se obtiene de ensamblar las matrices
de rigidez (4.6) en la forma usual, teniendo en cuenta que para los subintervalos que van desde el
segundo hasta el final, las matrices de rigidez indicadas aumentan en uno la dimensién como resultado de
intercalar una fila y una columna de ceros entre la segunda y tercera. Asimismo todas las componentes
del vector de acciones nodales que se corresponden con desplazamientos no fijados se deben hacer

nulas.
Como ejemplo numérico supongamos que los nodos son x; =i—1,i =1,..,4, si los datos conocidos

son por ejemplou’ = (2,—,—,1,—,—,—,1.5,1,—,—,2.5,—,—) que corresponden, en este caso, a fijar la
ordenada en todos los nodos y la pendiente de valor unidad en el nodo tercero y fijamos,como hemos

indicado, las acciones nodales con valor nulo para las componentes duales de los desplazamientos
incognitas, la resolucion del correspondiente sistema proporciona los valores desconocidos. Estos valores

son ut = (*,"2’2,*’Oa2:13*,*a1a0’*1190) -

El spline de segundo grado que resulta es

2 2
X’ -2x+2,xel0l] (x-D?/2+Lxe(2) (x-2)+3/2,xe (23]
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5. Solucién nodal exacta y acciones equivalentes en problemas de contorno unidimensionales

Desarrollamos en este punto la aplicacion de los splines generalizados a la resolucién de problemas
de contomo unidimensionales. La idea utilizada consiste en emplear en el método usual de elementos
finitos de Galerkin ([32, p. 116] y [61, p. 35]) funciones de prueba y funciones test o de ponderacion
pertenecientes al espacio de dimensién finita engendrado por los splines generalizados correspondientes

al operador L de orden 2m de la ecuacion diferencial. Esta eleccién del espacio de funciones conduce a
soluciones que son exactas en los nodos. Es mas, dicho resultado se mantiene aunque se tome un
espacio arbitrario para las funciones de prueba. Por otra parte,la idea de accion equivalente (ya
considerada en [66]) sugiere una nueva aproximacion, para la solucion de los problemas de contorno, que
ademés de interpolar en los nodos los valores exactos de los desplazamientos, interpola también los
valores de las acciones de equilibro. Esta nueva solucién puede interpretarse como un cierto spline -

generalizado de orden 4m asociado al operador I

5.1 Solucién nodal exacta en problemas de contorno unidimensionales

El problema de contorno que se plantea en este apartado y cuya definicién precisa se da después,
consiste en resolver,en forma aproximada, una ecuacion diferencial ordinaria autoadjunta no homogénea

en el intervalo [x,,x”], de modo que la solucidn en los nodos X, <X, <..<X; <..<Xx, verifica

ciertas condiciones de contomo, tanto de tipo esencial como de tipo natural, relativas al operador
diferencial de la ecuacion. Estas condiciones deben garantizar la unicidad de solucion del correspondiente

problema de contomo de 7 puntos.

Sea la ecuacion diferencial no homogénea

Lu)=f (5.1)

definida en(a,b), siendo el operador diferencial L el definido por (2.5). Multiplicando por la funcién
v ambos miembros de (5.1) e integrando por partes (residuos ponderados) y aplicando (2.9) se obtiene la
expresién

f ia D'uD’vdx = f Sfodx + il,.(v)i,.(u) (52)
Jj=0 i=1

la cual corresponde a la formulacion débil de (5.1) o, lo que es lo mismo, al principio de los trabajos
virtuales.

A continuacion pasamos a construir la ecuacion de equilibrio en [a,b] para las soluciones de (5.1).
Damos pasos analogos a los efectuados en la demostracién del resultado (/V) para lo que suponemos
que el operador diferencial L y lalongitud del intervalo genérico [a,b] verifican las mismas hipotesis del

apartado 4.1. Asimismo suponemos que f es continua en (a,b)y que existen y son finitos los limites

siguientes: lim f(x),c=a",b".
X=>C

La solucion de (5.1) que verifica las condiciones de interpolacion indicadas en el citado apartado es

2m
u=w+u,,=w+Zr,.N,. (5.3)

i=1

donde w es una solucidn de la ecuacién completa que verifica las condiciones homogéneas siguientes
I, (w)=0,i=1,..,2m . Estas condiciones de interpolacién siempre pueden imponerse ya que si W es

2m

una solucién particular arbitraria, entonces w=Ww — Zli(W)N ; verifica, tal y como puede
i=1
comprobarse, las condiciones citadas. Obsérvese que se esta suponiendo que el problema de contorno

definido por (5.1) y las condiciones de contomo [, (u) =r;,i=1,..,2m, siendo 7, nimergs reales
arbitrarios dados, posee como solucién Unica a la funcién dada por (5.3).
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m 2m _ .
a(u,v) = fZaijuDjvdx = Zl,.(u)l,.(v) + fL(v)udx (5.4)
j=0 i=1

y considerando ahora en el primer miembro de la expresion (5.2) la u dada por (5.3)y v=N j S obtiene

paracada j = 1,..,2m
2m 2m _ 2m _
S w+ > NN, = ffdex+Zl,.(Nj)Ii(u) (5.5)
i1 k=1 in1

donde se ha tenido en cuenta que L(N ;) = 0. Simplificando queda

2m -
>k = [ N +1,) (556)
i=1

Expresando lo anterior en forma matricial se tiene la ecuacion

Ku=f+5° 6.7)
o equivalentemente mediante la expresion particionada
ki kgPlla@] _[f@9], [7°@) 5.8)
K Kz‘i'“ a(b) f() ic(b')

que es verificada por cualquier solucion de (5.1) en el intervalo (a,b) . Dicha ecuacién la denominamos
de equilibrio local en el intervalo [a,b], donde la matriz de rigidezE es la misma matriz que en (4.1), el
vector de desplazamientos nodales es andlogamente a (4.2) # =7 , el vector de cargas nodales de

equilibrio o de contorno § € esta definido como en (4.2), con la salvedad de que la funcion u es alli
solucion de la ecuacién diferencial homogénea mientras que aqui lo es de la ecuacion completa (5.1) y

finalmente el vector f que denominamos de cargas nodales equivalentes es

7= ([ Mdx,.., [ N,,a0)

Las componentes del vector de cargas nodales equivalentes verifican que

[ N dx=—1,(w)

Jj=1...2m
Resultado que se deduce trivialmente de (5.5) o equivalentemente de (5.6) al considerar la solucién
particular 4 = w, es decir r, =.. = r2m = 0. Lo anterior permite poner

Z (u—w) =, (uH)
que como puede verse corresponde a Ia ecuacion de equilibrio (4.1) del elemento de spline generalizado

que interpola los mismos datos que la solucién de la ecuacién completa (5.1), teniéndose '(f = 7 + EC

De los resultados anteriores se deriva la siguiente interpretacién de tipo estructural: las cargas nodales
equivalentes, correspondientes a una accién repartida, son las opuestas de las cargas nodales de
equilibrio relativas a la solucion particular de la ecuacién completa que verifica condiciones de
interpolacion homogéneas. Esta es la idea que, en célculo de estructuras mediante el proceso de
empotramiento en los nudos y aplicando el principio de superposicion, permite pasar de cargas repartidas
a cargas concentradas Unicamente en los nudos. A partir de aqui se llega,de forma un tanto intuitiva, al
hecho de que los movimientos de los nudos en la estructura con cargas repartidas y los de la que tiene
Unicamente cargas concentradas (las correspondientes) en dichos nudos, son los mismos.

Veamos ahora que se llega a la misma ecuacion de equilibrio local (5.6) sustituyendo, en el primer
miembro de (5.2), la solucién exacta u de (5.1) por cualquier aproximacion @ tal que

L) =L,@@)=r, -

i=1,.2m
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2m

En efecto, de (5.4) resulta a(u, v) = a(ﬁ, V) = Zr,-l,.(v) ya que la funcién de ponderacién v es tal que
i=1

L(v) =0.De estaformatomando v = N, se tiene paracada j = 1,..,2m

2m
a(u,N;)=a(@,N;) = k,r,
i=1

2m
Obsérvese que la aproximacion # dada por @ = Zr;.N ;con [;(N;)=5; puede ser totalmente

i=1
arbitraria. Naturalmente una aproximacion de particular interés es aquélla donde la base de Lagrange de
funciones de interpolacion esta formada por soluciones de la ecuacién homogénea asociada a (5.1), es

decir N, = N,,i =1,.,2m.

2m

La expresion (5.7) resulta también de forma inmediata poniendo v = ZSIN ; con ; arbitrarios, asi (5.2)

i=1
queda en la forma
S'KF=5'(f+3°) (5.9)
y teniendo en cuenta que 5 = (s,,..,S,,, ) es arbitrario se obtiene la expresion indicada. Empleando
para (5.8) la expresion matricial particionada en términos de w'y V ésta queda como
K§P KEPa@)| o o o F@D] [
11 12 ( ) =(v(a+)l,v(b )l)( {( ) + q ( )

> a —_ _ - _ ) (5.10)
K§P KD | @) f@)] [€0)

(¥(a*),¥(67))
Por otra parte el resultado de reciprocidad indicado en (2.13) para dos funciones u y V que verifican en
el intervalo genérico (a,b), L(u) = f, L(v) = g, se puede expresar con la notacién de este apartado
en la forma

VGE + [ fudr =0 + [ gudx (5.11)
La interpretacion mecanica o estructural de la expresién anterior es inmediata: el trabajo de las acciones

correspondientes a la solucidn u realizado sobre los desplazamientos relativos a la solucién v es igual al
trabajo de las acciones correspondientes a v sobre los desplazamientos dados por u .

A continuacion se obtiene, de manera anéloga a los splines generalizados mediante el proceso usual de
ensamblado (véase el apartado 4.3), la ecuacion de equilibrio global en el intervalo [x,,x,,] que verifica

cualquier funcién#(x) solucién de
n-1
L(u)=f en U(xi’xi+l) (5.12)
i=1
que sea de la clase C™ en dicho intervalo [Jc1 )X, ]

Sumando las expresiones (5.10) comespondientes a cada intervalo (x;,x,,,),i=1,.,n-1 y

considerando por la regularidad citada que l7(x,+ )= ﬁ'(x,' ) enlos nodos intemos y lo mismo para v, y

poniendo como en el caso de los splines generalizados
u' = (@(x,) 5 7 (x,)) = @)t (1), (%, ), u "V () =

= (Byseer limsees Vypoees Fam )
e idénticamente para Vv, se obtiene
vKu=v'(F+Q°)
la cual,teniendo en cuenta que se verifica para cualquier vV, es equivalente a esta otra que denominamos
ecuacién de equilibrio global para las soluciones de (5.12) que verifican la condicion de regularidad
indicada

C
Ku=F+Q (5.13)
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La matriz K que denominamos de rigidez global es la misma que en (4.9), sin embargo el vector columna
F que denominamos de acciones nodales equivalentes es aqui el que resulta de ensamblar las acciones

. . .. C .
nodales equivalentes correspondientes a cada elemento, asimismo el vector Q de acciones nodales

exteriores es, como en los splines generalizados, el resultado de ensamblar las acciones nodales de
equilibrio locales. Este ultimo vector es como (4.11), con la salvedad de que aqui esta definido para
funciones que son solucidn de la ecuacién completa (5.12) en lugar de venir dado para splines
generalizados, de ahi que lo distingamos, como en el caso local, con el superindice €. Los

c
vectores F y Q™ pueden expresarse como

F‘ = (.fll LR .flm EARE] fnl"" .fnm)
Q)" = (l"”(u)’_',[_lm(u),,,,l‘nl(u),..,l_,,m(u))

donde las componentes del vector de cargas nodales equivaientes son
f, = J: SN, (), i =10, j =1,..,m
it}

siendo N,.j(x) las funciones de forma globales definidas en [xl,xn] que constituyen la base de
Lagrange de splines generalizados, es decir lpq(N,.j) = 5w5jq,p =1,..,n,q =1,..,m donde las

. . . . ; — (4D —
formas lineales de interpolacion/,, vienen definidas como [, () =u'""(x,) y L(N;)=0 en

n-1

U (x‘., xM) . Asimismo las formas lineales lij son las componentes del vector definido en (4.11) a bartir
i=1

de los operadores dados en (2.7).

. C . .
Por otra parte, analogamente al caso local Q = F + Q"™ es el vector de acciones nodales exteriores

correspondiente al spline generalizado que interpola en los nodos X,,.., X, los mismos valores que la
solucién de (5.12) considerada.

Sefialamos que,como en el caso de los splines generalizados,la expresion (5.13) es una identidad la cual
unicamente pone de manifiesto que fijados los desplazamientos mediante el vector u y fijadas las

. . . , . . c
acciones exteriores f en [x] X, ] se tienen de manera univoca las acciones nodales exteriores Q™ .

La expresion analoga a la (5.2) correspondiente a la formulacién débil para [x1 , x"] se obtiene sumando

cada una de las que resultan en (5.2) al considerar los subintervalos (xi, X ),i =1,..,n—1, resultando
m
f’ ZajD’quvdx = J: fudx +v'Q° (5.14)
1 j=0 1

De aqui se obtiene de manera directa la ecuacion de equilibrio (5.13) expresando v mediante las
funciones de forma globales de splines generalizados IV (X) .

También se tiene,de manera analoga a (5.11) el resultado de reciprocidad para las soluciones u, v de

(5.12) correspondientes a las acciones f » &, Y que interpolan los desplazamientos dados por los
vectores U, V. En efecto, basta sumar las expresiones andlogas a la (5.11) correspondientes a los

subintervalos (x;,x;,,),i = 1,..,n — 1 obteniéndose

viQS + [ fodr =u'QS + [ gua (5.15)

1 1
De esta expresion resulta también, de forma inmediata, la ecuacién de equilibrio global (5.13). Basta para
ello aplicar (5.15) entre la solucion de (5.12) que interpola los datos dados por el vector de

desplazamientos U y las funciones de forma globales ya indicadas.
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Podemos definir ahora en [x, s x,,]un problema de contorno de 7 puntos donde la solucién u,ademas de
cumplir (5.12) verifica las condiciones esenciales de interpolacion del tipo Hermite-Birkoff

i-1 ..
I;(u) = Whx)=r., (G, ))el, x1, = {l,..,n}x {1,..,m} donde

rp=rn.0,))ed, (5.16)
son datos , siendo J p un cierto subconjunto de I, x I, de cardinal p . Asimismo la solucién verifica las
condiciones naturales l—ij(u) = QUC .(i,j)e I, xI, demodoque

C _NC* [: ;

Oy =0y .(,))eJ, (5.17)
son tambien datos, siendo J, =1, x I, —J el conjunto de cardinal s =nxm - p. En definitiva se
esta indicando,del mismo modo que en el apartado 4.4,que se conocen p componentes de las n x m del
vector U de desplazamientos nodales y s =nxm — D componentes del vector QC del vector de
acciones nodales exteriores.

El problema de contorno planteado se puede expresar de manera equivalente en la forma siguiente:
Obtener la solucion u € C m [Jcl ,xn] de la ecuaci6n diferencial
_F_ c* -1 o (j-1
Lwy=f=f+ 207 ("6 (x-x)
(i,4)ed,

que verifica las condiciones de interpolacion dadas por (5.16), donde _f es la accién generalizada que
mediante el simbolismo de las distribuciones hemos expresado en funcién de derivadas de deltas de
Dirac. Cuando la accién f sea nula en todos los subintervalos, la solucién exacta sera un spline

generalizado, pues, en dicho caso, f se compone tnicamente de acciones nodales exteriores.

NOTA: Obsérvese que aunque ¥ pertenece al espacio de funciones indicado es en realidad un elemento

n-1

de H"yaunque f € C(U(x;,x,,)). f pertenecea H™" [x, ,xn], es decir, al dual de ™ [x,,x,I ]
il

De hecho, desde el punto de vista de las aplicaciones, los casos mas interesantes son aquélios donde la

accion repartida f es realmente de /™™ en cada subintervalo (x;, X;,, ), siendo la solucién # en dicha

situacion una funcién de H™  C™ ' en cada subintervalo. Nétese que en este caso mas general la

solucién dejaria de ser de la clase C 2™ en los citados subintervalos y, por tanto, las derivadas que definen
a los operadores diferenciales (2.7) deben ser consideradas en el sentido de las distribuciones.

Teniendo en cuenta que todas las componentes del vector F de acciones nodales equivalentes son

conocidas y que Q=F + QC representa las acciones nodales exteriores para el spline generalizado
que interpola los mismos datos que la solucidn que se busca, el problema de unicidad de solucién para el
problema de contomno planteado queda reducido al problema de interpolacién con splines generalizados
abordado en el apartado citado, por lo que nos remitimos a lo alli expresado, incluyendo el resultado (VJ).

Veamos ahora que la resolucién de este problema por el método de Galerkin conduce a valores nodales
exactos, obteniéndose en consecuencia los mismos resultados que P. Tong ([22]),con la particularidad de

que aqui no exigimos que la forma bilineal a(u, V) sea definida positiva. Asimismo se demuestra que la
exactitud nodal se consigue,aunque el espacio de funciones de prueba no sea de splines generalizados.

. . . . . — PR -1 _
Sea V el espacio de dimension infinita V' = {h eH" [x,,xnl Vi, j)ed,, RY D (x,) = 0}
teniendo en cuenta la formulacién equivalente para el problema de contorno:

Obtener u € g + V tal que a(u,v) =1(v), Vv eV donde a(u,v) es el primer miembro de (5.14) y

"7 = | ¢ U= -
I(v) = [ fdx = [ fodx+ 305 vID(x))
! ' (if)ed,
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Introduciendo ahora en dicha ecuacion la aproximacién # = g + Zr,.j N jE&T S, .S, <V donde
(i,))eJ;

g= Zr;l\?u es una funcién que interpola los desplazamientos datos, expresada mediante las
(),
funciones de forma globales N; (arbitrarias) donde /,,(N;)=8,6,.,p =1,.,n,q=1,.,m,
y ponderando con los elementos del subespacio V,l de V engendrado por los splines generalizados

N, V(p,q) € J, . se obtiene el sistema de ecuaciones

* % 2 n Cc*
Zr;ja(Nfl" NP‘i) + Z’;Ja(N‘J’NPq) =f prqu + qu > V(p,q) € J:
G)ed, (i.f)ed, !
Esta expresion es,por los resultados ya vistos para las ecuaciones de equilibrio local y teniendo en cuenta
el ensamblado, la misma que se obtiene para la solucion exacta. La expresion que resulta después de

*
reordenar convenientemente como en el apartado 4.4 y llamar u,u; a los desplazamientos datos e
. . . c* . . ,
incognitas respectivamente y Qs a las acciones nodales datos, es justamente la segunda linea de

(4.12), es decir K, u, =F, +Q{ — Kspu; =Q, - K'pu;. Obsérvese que el tnico requerimiento

para la resolucion del problema de contorno es que la matriz K sea regular y no necesariamente

definida positiva.
Se tiene el siguiente resultado:

(1 X ) En el supuesto de que la solucién exacta del citado problema de contorno de n puntos sea
tnica ( Kss regular), la solucién aproximada obtenida por el método de Galerkin en la forma

indicada (aproximacion arbitraria de la solucién y ponderacion con splines generalizados) toma en
los nodos los mismos valores que la solucion exacta. Ademds, una vez determinados los
desplazamientos nodales desconocidos, se puede determinar en cada subintervalo los valores
exactos de las acciones nodales de equilibrio a partir de la correspondiente ecuacién de equilibrio

local.

En las aplicaciones lo usual es tomar las funciones N, i =Ny,i=1.,n,j=1,.,mde esta manerala

solucién aproximada # del problema de contomo sera también un spline generalizado, no obstante
consideramos también la posibilidad de otras aproximaciones que estan relacionadas con la idea de
accion (repartida) equivalente.

Otro problema, diferente al de contorno de 7 puntos citado, y que describimos esquematicamente,
consiste en determinar los valores de los desplazamientos en todos los nodos x,, X, ,.., X, Y las acciones
de equilibrio por la izquierda y derecha en dichos nodos, conociendo para el primer nodo X, (o cualquier
otro nodo) los valores del vector de desplazamientos (x,+ )y, simultdneamente, las acciones locales de

equilibrio g(x, )y asimismo la accién f en el intervalo [xl,xn] y las acciones nodales exteriores en
todos los nodos.

Este problema, anélogo a los de valor inicial (obsérvese que los datos de las derivadas en el nodo x,,
desde la de orden m hasta la de orden 2m —1, se dan también, aunque de forma un tanto implicita

mediante las componentes de a(x,* )). se resuelve de forma exacta y de manera recurrente a partir de
las expresiones deducidas de la ecuacién (5.8), teniéndose el siguiente esquema de calculo

~ ~(y™ i \-l07F ~C i~
u(x:n)zu(xiﬂ):(Kllz) (f(x:)"'q (x:)‘K;lu(x:)) -
~C C ~C/r - C Fro- i~ i ~, -
g (xa)=(Q%)i =G (x)=(Q%);, + f(x) — 2l (X)) - Ko u(x.7)
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Cyt C C .. . .
donde (Q7);,; = (Qis115-» iy ) representa la accion nodal exterior en el nodo X, . Obsérvese que

para su aplicacion unicamente se requiere la regularidad de la submatriz Kl'z. En el apartado 6.3 se
desarrolla una aplicacién de este caso a un problema dinamico.

5.2 Acciones equivalentes en problemas de contorno unidimensionales

Considerando en la ecuacién de equilibrio en [a,b] correspondiente a (5.1) el vector de cargas nodales
equivalentes, puede observarse que fijados los desplazamientos % = 7, hay infinitos estados de carga

. . . . A ~C
diferentes a fque proporcionan las mismas acciones nodales de equilibrio g~ . En efecto, basta

considerar otra carga cualquiera g que en relacion con f verifique f(f -g)N,dx=0,i=1,.2m,

pues, de este modo, los valores que intervienen en la ecuacién de equilibrio son Unicamente

ffN,.dx, i =1,..,2m vy, consecuentemente, las acciones de equilibrio correspondientes a f y g son

las mismas. Diremos que en dicho caso las dos acciones o estados de carga son equivalentes.

La condicion anterior la podemos expresar asi: dos estados de carga definidos por las funciones f y
g son equivalentes en(a,b)si su diferencia f — g es ortogonal aN(L), es decir, al espacio de

funciones engendrado por las soluciones de la ecuacién homogénea L(u) = 0 en dicho intervalo.

Un caso de especial interés, por los resultados que se obtienen y las interpretaciones que permite
realizar, es precisamente aquél donde la accion equivalente a una accion f dada se toma en el espacio

de funciones N(L) . Dicha accion (repartida) equivalente, al pertenecer a un espacio de dimension finita
podemos considerarla como un cierto estado simplificado de carga, ademas ésta tiene gran regularidad,

pues en lugar de ser continua como la carga de partida (o incluso en la situacion mas general de H™),

es C*"(a,b) . Dicha accion,que representamos por F, es la proyeccion ortogonal de la accién dada f
sobre el nucleo del operador diferencial y podemos considerarla como un representante canonico de la

clase de equivalencia a la que pertenece la accion de partida . La expresion de la carga F' en la base de
funciones de forma locales se obtiene a partir del teorema de la proyecciéon ortogonal como

F=(N,,.,N,)G"'f (5.18)

donde los elementos de la matriz de Gram G son fN,.dex, i,j=1.2m.

Una consecuencia interesante derivada de la eleccion de F como representante del estado de carga
consiste en considerar la relacion entre las soluciones de L(1) = f y L(U) = F donde las condiciones

de contorno esenciales para ambos casos son las mismas: /(1) =[,(U) =r,,1=1,..,2m . Resulta de

lo anterior que las acciones nodales de equilibrio coinciden, es decir, l—‘(u) = l—,.(U), i=1,.2m,y
2

como F € N(L)se tiene ademas que U pertenece al nlcleo del operador L estoes, I U)=0

(suponemos para esto que los coeficientes del operador L tienen regularidad suficiente para que U sea

una funcion de la clase C*"(a,b) ). Obsérvese que la funcion U puede interpretarse como la solucion
de LI*(U) =0 que interpola los 4m valores siguientes: li(u),l_i(u),i =1,..,2m . La solucién U puede

calcularse sin determinar F pues basta obtener el elemento del nucleo de I que interpola los
4m valores indicados. A posteriori puede determinarse, si se quiere, ', mediante F' = L(U) o por

(5.18).
Todo lo anterior podemos resumirlo del siguiente modo: -
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( X ) Dada la accién o estado de carga f en (a,b) existe otro estado F' que pertenece al espacio
de soluciones de la ecuacion homogénea, y que denominamos estado de carga simplificado, que
genera las mismas cargas nodales equivalentes que f , siendo F la proyeccion ortogonal

de f en el citado espacio. Ademds, la solucion de L(U) = F que satisface [,(U) =1,(u),
i=1,.2m, verifica que ZI(U) = Zi(zt), i1=1,..,2m y puede interpretarse por tanto como la

solucién de L’ (U) = 0 que interpola los valores [ (u), l_l.(u),i =1,..,2m.

Los resultados anteriores se extienden de manera inmediata a todo el dominio. En efecto, la equivalencia
de acciones en todo el dominio puede definirse del siguiente modo: dos acciones son equivalentes en
todo el dominio si restringidas a cada subintervalo resultan equivalentes. Por otra parte,si una accion se

sustituye por otra equivalente en todo el dominio, es decir, si f se sustituye en cada subintervalo por
cualquier otra equivalente g, las ecuaciones de equilibrio local no se modifican y, consecuentemente, la

ecuacion de equilibrio global (5.13) es la misma. Se concluye que las soluciones de los problemas de
contorno de # puntos (u otros,como, por ejemplo,el ya mencionado de valor inicial) cuando existan y sean
Unicas, seran las mismas cuando las acciones sean equivalentes, es decir, los desplazamientos nodales
desconocidos y las acciones de equilibrio en cada intervalo coincidiran.

Es interesante sefalar por otra parte que las soluciones del problema de contorno de n puntos mediante
el spline generalizado y mediante la solucién interpoladora U correspondiente a la carga repartida

equivalente F', representan,de alguna manera, situaciones extremas en relacion con la distribucién de la
carga. En éfecto, en el primer caso lo que se hace es transformar el problema en otro donde unicamente
hay acciones nodales exteriores (las iniciales mas las nodales equivalentes) y ninguna accion repartida y
en el segundo la accion inicial se transforma en una accién repartida con cierto grado de regularidad.

Por otro lado, el hecho de que para acciones equivalentes las acciones nodales de equilibrio coincidan en
los extremos de cada subintervalo permite inferir una cierta relacion en el interior de dichos subintervalos

entre los valores de los operadores de (2.7), E,i =0,..,m — 1, para dos soluciones correspondientes a
acciones equivalentes. Dicha relacion la determinamos a continuacion para las soluciones
correspondientes a las acciones f y F' . Integrando por partes en el intervalo genérico, después de

multiplicar por la funcionv € N (L) ambos miembros de L(u) = f y L(U) = F'y teniendo en cuenta
los operadores definidos en (2.7), se obtienen las expresiones siguientes

Yl Bw- RO + [ (CaD (u-0)D) + (B(w) - B |ds =0

k=0,.,m-1

las cuales, considerando (2.11) y la propiedad de interpolacion l_,(U) =ii(u),i=1,..,2m, queda
reducida Uunicamente al segundo sumando, es decir

[ (gaiD"(u—U)D‘v)+(1’k(u)—ﬂ(U))v‘k*‘) dx=0 610

k=0,.m-1
La expresion anterior para el caso k = m — 1 y considerando (2.7) y (2.8) equivale a a(u -U, V) =0

donde hay que tener en cuentaque U € N(L*) y ve N(L).

En la aplicacion que se realiza del concepto de acciéon equivalente en el apartado 6.3 se determina la

aproximacion U mediante interpolacién con funciones del nucleo del operador L™ . También en la
aplicacién que se realiz6 de dicho concepto, a la aproximacién de desplazamientos y esfuerzos en la viga

de Bernoulli-Euler ([66]), se empleé dicho procedimiento para el calculo de la aproximacién U . En dicho
trabajo se puso de manifiesto la bondad de resultados no solo de los desplazamientos sino tantién de los
esfuerzos. Precisamente en relacién con la aproximacion de los esfuerzos, se obtuvieron-en el-citado
trabajo, las correspondientes expresiones particulares de (5.19) que permitieron dar una justificacién sobre
la aproximacién del momento flector y del esfuerzo cortante en el interior de cada elemento de viga.
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5.3 Comentarios

Todo el desarrollo realizado en este punto en relacion con la exactitud nodal, de las soluciones
aproximadas de ‘problemas de contorno unidimensionales, se ha basado en la consideracion de que el

operador diferencial de L de orden 2m es autoadjunto. Cabe,sin embargo, la posibilidad de aplicar gran
parte de las ideas aqui expuestas a otras situaciones donde el operador no sea autoadjunto. En dicho
caso puede comprobarse que se consigue también exactitud nodal utilizando funciones de ponderacion

pertenecientes al nucleo del operador adjunto L .Otra posibilidad,en cierta manera equivalente, consiste
en transformar la ecuacion L(u) = fen otra L(U) = F donde F se obtiene como resultado de
proyectar f sobre el nucleo de L‘y si la regularidad del operador lo permite transformar la ecuacién

inicial en L'L(U) = 0 y considerar U como un cierto spline generalizado relativo al operador L L que

es autoadjunto. Algunos de estos aspectos son comentados en un apéndice, que hace referencia al
trabajo de P. Tong ([22]), en el texto de Zienkiewicz y Taylor ([62,p. 631])aunque desde un enfoque ajeno
al de los splines generalizados.

6. Aplicaciones

En ‘este punto se exponen diversas aplicaciones del método de calculo de splines generalizados a
problemas de disefio grafico, calculo de vigas y calculo dinamico.

6.1 Un ejemplo de aplicacién grafica de los splines generalizados de orden seis

A continuacion se describe una aplicacién grafica de la teoria desarrollada empleando splines
generalizados de orden seis, los cuales incluyen como caso particular a los splines de quinto grado.

El problema planteado para ilustrar las posibilidades del enfoque propuesto, consiste en determinar una
funcion spline u(x)de orden seis en el intervalo [O,l7]con nodos x; =0,5,9,13,17, que verifica
distintas condiciones de interpolacion en cada nodo. Asi,en el primer nodo, X, = 0, se dan como datos
la ordenada, primera derivada y segunda derivada, siendo los valores u = 4,u' = —=2.7, u” = 7.9563.
En el segundo nodo, x, = 5, sélo se fija el valor de la primera derivada, donde #' = 0. En el tercer
nodo, X, =9, se da el valor de la primera y segunda derivada, u'=0.5,u" =0.0931. En el nodo
cuarto, x, = 13, la ordenada y segunda derivada, con valores 1 = 6 y 1" = (. Finalmente,en el nodo

quinto, x; =17, se dan como datos, de manera analoga al primer nodo, los valoresu = 8,u’ = —0.7y

u”=0.9093.

Los datos y condiciones de interpolacion anteriores vienen motivados por el propésito de disefiar un
enlace en S entre las circunferencias de radios 3 y 2 respectivamente, que aparecen dibujadas en la
figura 1. Los puntos de tangencia del enlace con las circunferencias citadas se consideran datos y son el

(0,4)y (17,8), con pendientes en dichos puntos de —2.7y —0.7. Asimismo, los valores de Ias
derivadas segundas correspondientes a las curvaturas 1/3 y1/2, para las pendientes dadas, son
respectivamente " = 7.9563 y 1" = 0.9093 . Por otra parte,el enlace debe cumplir los requerimientos
adicionales de que la pendiente en el punto de abscisa 5 sea nula, la pendiente y radio de curvatura del
enlace en el punto de abscisa 9 tomen respectivamente los valores de 0.5y 15 vy, finalmente, que el
enlace pase por el punto de coordenadas (13,6) y tenga curvatura nula en dicho punto.

Entre los diferentes tipos de splines generalizados de orden seis hemos elegido, para esta aplicacion, los
asociados al operador diferencial

L(u) = (-1’ D*(a,(x)D’u) + (1)’ D’ (a,(x)D*u) = —Au'® + Bu? (6.1)
donde las funciones a;(x) = A> 0y a,(x)= B = 0son constantes en cada subintervalo (a,b). El
spline, para el caso B > 0, esta definido en cada subintervalo mediante una combinacion lineal de las

funciones que componen el vector X' = (1,z,2°,2°,exp(zvB/ A),exp(—zV B/ A)), z= x—a,

y que se obtienen a partir de las raices de la ecuacion caracteristica 7*(—Ar> + B) = 0. Cuando
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. . . . ~ 2 3 4 5
B =0, resultan los splines de quinto grado con peso, siendo, en dicho caso, x* = (1,z,z°,2°,2z%,2”).
La construccién de los splines se realiza mediante la formulacion matricial desarroliada en el punto 4. Asi
la ecuacion de equilibrio local en cada subintervalo se obtiene de forma andloga a los ejemplos

desarrollados en el apartado 4.2,teniendo en cuenta que los operadores P,,i = 0,1,2,definidos en (2.7)
son,en este caso, Py(u) = Au"® — Bu®, P(u) = —4u'” + Bu'®, P,(u) = Au®. Por otra parte

la ecuacion de equilibrio global para el spline en el intervalo [0,1 7] se calcula en la forma indicada en el
apartado 4.3, teniendo en cuenta las contribuciones de las ecuaciones locales relativas a los subintervalos
[xi, xmli =1,..,4 . Finalmente consideramos en la ecuacion global los desplazamientos que son datos
y las acciones nodales datos, es decir, las duales de los desplazamientos desconocidos. En esta
aplicacion el vector de desplazamientos u de 15 componentes (#,u’,u” en cada nodo), es el mismo
para todos los casos (a) a (e), viniendo indicadas en negrita en las tablas de la figura 1 aquéllas que son
datos. De la misma manera se indican en negrita las componentes datos del vectorQ de acciones

nodales. Los restantes valores (de estilo normal) deuyQ, se obtienen a partir de la resolucién del
sistema que se deriva de la ecuacién global una vez considerados los datos.

Con los casos indicados en la figura 1 con las letras (a) a (e), se pretende poner también de manifiesto, la

influencia que tiene en la gréafica del spline, la modificacion del valor de los pesos Ay B en los distintos
subintervalos y la modificacion de los valores de las acciones nodales. Asi,en el primer grupo de splines,
casos (a), (b) y (c), las acciones nodales correspondientes a las componentes no prefijadas del vector de
desplazamientos (las indicadas en negrita en el vector Q ), se han fijado todas a cero. De esta manera la
modificacion de la gréfica es debida,unicamente,a la variacion de los pesos en los distintos subintervalos.

El caso (a) donde los pesos son A =1, B = 0 en todos los subintervalos, corresponde al de un spline de
quinto grado y como puede verse, la grafica de la curva de enlace, tiene poca suavidad, debido a los
cambios de signo en la curvatura que ocurren en diversos puntos, aparte del de abscisa x =13, donde
la condicién de curvatura nula ha sido impuesta. Dichas oscilaciones se evitan aumentando el valor de
B respecto al de 4 (véanse los pesos en la tabla adjunta al grafico superior de la figura 1),lo que provoca
una disminucion en promedio de la curvatura,tal y como se pone de manifiesto en las gréaficas de (b) y (c).
En estos casos,al ser las acciones nodales citadas nulas, el spline es, de entre todas las funciones que

verifican los datos prefijados del vector de desplazamientos, aquélla que hace minimo el funcional de
energia de deformacion

F(g)= % J:? [A(g(S))Z + B(g(2>)2]dx (6.2)

Ahora realizamos una comparacién entre los casos (c), (d) y (e), considerando, para los dos ultimos, la
presencia de acciones nodales no nulas y manteniendo los mismos pesos que en (c) (véase el grafico
inferior y tablas adjuntas al mismo en la figura 1). El propésito es que,manteniendo la suavidad del enlace
proporcionado por (c), conseguir que la curva no corte a la circunferencia de radio 2. Para ello y

procediendo por tanteos, modificamos el valor de la accién nodal dual de la pendiente en x =13,
pasando ésta a tener el valor de 5.0 (caso (d)). Como esta modificacién desplaza la grafica hacia abajo
mas de lo deseado, se cambia también el valor de la accién nodal dual del desplazamiento en x =95,

asignando a ésta un nuevo valor de 0.5,0bteniendo la grafica que se indica en el caso (e). Esta ultima la
consideramos, sin entrar en la justificacion de detalles analiticos, como una solucién aceptable para el
problema del enlace. En los casos (d) y (e) los splines,en lugar de minimizar (6.2), minimizan la energia -

potencial total, la cual,para (d) es F'(g) — 5.0g'(13) y para (e) F(g)—0.5g(5)—5.0g'(13).

Es evidente que se obtendrian los mismos resultados afadiendo como nuevos datos en el vector de

desplazamientos, el valor modificado de la pendiente en x =13 y del desplazamiento en x =5. Sin
embargo, esta forma de proceder llevaria aparejada la modificacion de la matriz del sistema a resolver,
resultando mas comodo cambiar los valores de las acciones nodales, los cuales Unicamente requieren
modificar el término independiente del sistema.

Por ofra parte indicamos que splines como el propuesto en esta aplicaciéon y otros analogos como, por

ejemplo, los asociados al operador L(u)= —Au'® + Bu® — Cu® pueden ser _una buena
alternativa, desde el punto de vista grafico, a los bien estudiados splines cubicos con pesq.y splines en

tension, pues,sobre éstos,tienen la gran ventaja de que el grado de regularidad es C*, ademas de incluir
mayor nuimero de parametros, lo que les da también una mayor flexibilidad.
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Finalmente se indica que si no se emplean herramientas de célculo simbdlico para el manejo de las
funciones trascendentes puede haber una cierta limitacién en la utilizacién de splines generalizados en
aplicaciones como la anterior, cuando se pretende conseguir una regularidad alta en la funciéon de
interpolaciéon. Una alternativa, desde el punto de vista practico, que resuelve en parte esta dificultad
consiste en emplear espacios de elementos finitos de polinomios a trozos, que aproximen al spline
generalizado asociado al correspondiente operador diferencial. Este procedimiento,que es la base de los
métodos energéticos de modelizaciéon geométrica, se describe, entre otros, en el interesante trabajo de
Cardona y Samartin ([63]).

NOTA: Debe observarse que el problema geométrico del enlace entre las dos circunferencias no es, en si
mismo, el objetivo de este apartado ya que con él sélo se pretende motivar una aplicacién geométrica que
ilustre las diferentes posibilidades de la metodologia desarrollada para el célculo de splines. En este
sentido, precisamos que si el problema del enlace correspondiese, por ejemplo, al trazado en planta de
una via de comunicacion, las soluciones dadas por los diferentes splines calculados, deberian ser
tomadas como primeras aproximaciones, pues una solucion ingenieril del mismo, requiere, entre otras
cuestiones, que la ecuacion de la curva no dependa del sistema de referencia. Esto, como es bien
conocido, puede plantearse utilizando la concatenacion de arcos de curvas definidas por sus ecuaciones
intrinsecas, lo que conduce, por otro lado, a la resolucién de problemas no lineales de cierta complejidad.
Las referencias [64] y [65] constituyen ejemplos representativos de este enfoque no lineal del problema de
trazado, sobre todo la primera, donde se aborda, con gran detalle, el interesante problema de la
determinacion de los splines clotoidales. La segunda referencia, por su parte, aborda los clasicos y mas
elementales problemas de determinacién de curvas de enlace entre recta y circunferencia, en las distintas
situaciones posibles, empleando,segun los casos,una o dos clotoides como curvas de transicion.

6.2 Calculo de una viga continua en un medio elastico de Winkler sometida simultaneamente a acciones
axiles y flexion

En este punto se expone, una aplicacion de los resultados del apartado 5.1 al calculo, por elementos
finitos, de los desplazamientos y las acciones nodales de equilibrio en un problema de contorno no
homogéneo de n puntos correspondiente a una ecuacioén diferencial de cuarto orden que modeliza el
comportamiento estructural de una viga continua sobre un medio elastico de Winkler sometida a flexién y
simultaneamente a cargas axiles. El método de calculo tiene la particularidad de que los valores
determinados, en cada uno de los nodos, son exactos. Por otra parte, el objetivo de este apartado es
andlogo al de los trabajos de analisis de vigas sobre fundacién elastica indicados en as referencias
siguientes [48, 49, 50, 51], con la singularidad de que, aqui,se incluyen ademas cargas axiles y también, y
de mayor interés desde nuestro punto de vista, que la metodologia empleada procede de una simple
particularizacion del planteamiento matricial desarrollado para los splines generalizados, lo que permite un
tratamiento mas sistematico de estos problemas.

Para la aplicacion se ha tomado una viga continua de tres tramos alineados, donde los dos primeros
tramos de8 y 6m respectivamente, tienen una seccion de 0.5 x 0.5my el tercero de 10m , una seccién
de 0.5x0.8m. EI médulo de elasticidad del material se considera con un valor de

E =23000N /mm?®y el coeficiente de balasto que caracteriza la respuesta del terreno, de

k =20000KN / m®. Asimismo, la viga se considera sujeta mediante una serie de coacciones que
limitan determinados desplazamientos en los puntos de apoyo, de forma que el desplazamiento vertical se
supone nulo mientras que los giros en dichos apoyos son libres, manteniendo la continuidad de la viga.
Por su parte, para la adecuada transmisién del axil, el desplazamiento horizontal no se considera
coaccionado, salvo en la unién de los tramos segundo y tercero, donde, para mantener el equilibrio
horizontal,se impide la traslacion del apoyo.

Cada tramo de viga estd sometido a un conjunto de acciones o estados de carga de modo que la
ecuacidn diferencial que rige cada uno de dichos tramos es diferente. Asi, exceptuando la consideracion
comun del peso propio y la respuesta del terreno, el primer tramo de viga esta sometido a una accion

repartida y constante de 100KN / m y un axil de compresién de 700K , el segundo tramo mantiene el
valor del axil y,en el tercer tramo, se tiene una carga concentrada de valor2000KN vy una carga repartida
de 60KN / m , simultdineamente con un axil de traccién de valor 200KN . Finaimente, para el calculo
de la carga repartida de peso propio, se ha considerado un peso especifico para el material de la viga de

3 -

valor 25KN /m” .

Para el célculo se ha dividido cada tramo en dos elementos de manera que haya un nodo intermedio
entre apoyos. En los dos primeros tramos el nodo se ha situado en el centro y en el tercero en el punto
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de actuacion de la carga concentrada. Todas estas condiciones sobre la geometria, estado de carga,
condiciones de los apoyos y discretizacion en elementos, se esquematizan en la figura 2(a)-(b).

La ecuacién de los elementos a compresién en el primer tramo de viga es:
Au'™Y + Nu® +ku = f
donde la rigidez es A = EI =119600KNm?, la carga axil de compresion B = —N = —700KN , el

coeficiente k = 10000KN / m~ . Asimismo la ecuacion de los elementos a compresion en el segundo
tramo es:

Au® + Nu® = f
donde se ha considerado, por el estado de carga, la hipétesis de no tener en cuenta la respuesta del

terreno. La rigidez y la carga de compresion son las mismas que en el primer tramo y la carga repartida es
Uunicamente aqui la debida al peso propio.

En el tramo tercero la ecuacion diferencial es:
Au —Tu vhku=f
con A= EI =490590KNm*, B=T =200KN, k = 10000KN / m* .

Siguiendo el procedimiento indicado en el apartado 4.2 y su nota y en 5.1, se determinan para cada
elemento, empleando funciones de forma que son soluciones de la correspondiente ecuacion diferencial
homogénea, las matrices de rigidez y las ecuaciones de equilibrio de tipo local. Una vez realizado el
- ensamblado de dichas ecuaciones se obtiene la ecuacion de equilibrio global y, tras la consideracion de
las condiciones de contorno que imponen los apoyos y resolver después el correspondiente sistema, se
obtienen los desplazamientos en los nodos (movimientos verticales y giros) que se indican en la tabla de
la figura 2(d). Entrando asimismo con los valores calculados, en la ecuacion de equilibrio local de cada
elemento, se determinan las acciones nodales de equilibrio, las cuales se indican en la tabla de la figura
2(c). Dichas acciones representan, en el extremo derecho de cada elemento, el valor del momento flector

y del cortante, este Gltimo, modificado en el valor dado por Bu'y los valores opuestos de dichos
esfuerzos en el extremo izquierdo. Finalmente indicamos que la idea de accién equivalente, que permite
aproximar con ventaja en este tipo de problemas, los desplazamientos, giros, flectores y cortantes, no la
hemos desarrollado en la aplicacion, por haber sido ésta expuesta, tal y como se ha comentado, de
manera monografica en [66] en un problema analogo sobre flexion de vigas.

6.3 Aplicacion a un problema de célculo dinamico

En este apartado aplicamos los resultados del punto 5 a la resolucién de un problema particular de valor
inicial consistente en la determinacion de la respuesta de un sistema que se asimila a un oscilador simple

sin amortiguamiento, constituido por una masa m , un resorte con constante de proporcionalidad & y una

accion que varia,de forma arbitraria,con el tiempo f(t) . En definitiva, se trata de obtener formalmente, a
partir de la teoria de splines generalizados,un resultado equivalente, en la respuesta del sistema, al dado
por la integral de Duhamel ([67, p. 16], [68, p. 101])] vy, asimismo, destacar algunas consecuencias de la
aplicacion del concepto de accién equivalente, a un caso de tipo dinamico. Por otra parte, este problema
de valor inicial, a pesar de su sencillez, es de gran interés en ingenieria, pues,como es bien conocido,
cualquier sistema continuo, tras la discretizacién en el correspondiente sistema de » grados de libertad y
el posterior desacoplamiento de éste, conduce,para cada modo de vibracion por separado, a la resolucion
de problemas como el planteado. Asimismo, el esquema de calculo a seguir, por tratarse de un problema
de valor inicial, solo requiere la utilizacién del concepto de ecuacion de equilibrio local, realizandose los
calculos,paso a paso,en cada intervalo de tiempo.

La ecuacion diferencial que rige el sistema es
L(u)=mu" + ku = f(¢) (6.3)

donde u(¢)representa el desplazamiento. Un sistema fundamental de soluciones para L(u) = 0Oes

{cos(a)t), Sen(a)t)}donde @ =~k/m . Para un intervalo de tiempo genérico [a,b] la de base de

Lagrange, para las condiciones de interpolacion dadas por [, (1) = u(a),l,(u) = u(b) ,es =

{ N,(t) = sen[w(b - 1)]/sen[w(b - a)] N, (¢) = sen|w(t — a)]/senfw (b - a)]
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donde la longitud del intervalo debe ser tal que @(b — a) # k7 para k entero. La ecuacion de equilibrio
local que verifican las soluciones de (6.3) es

mo {-cos [o(b-a)] 1 ]J!:u(a)J_ f/Nldt { mu'(a’)J

sen [ (b - a)] 1 —cos[w(b-a)]llu(b)| fszdt - mu'(b7)
tal y como se deduce de i,(u) =mu'(a"), i2 (u)=-mu'(b™),yde k; = i{,(Nj), ij=12.

En este caso, al tratarse de un problema de valor inicial, del conocimiento de u(a),u'(a™) pueden

obtenerse los valores u(b),u'(b™) resultando las expresiones

u(b) = (cos[a)(b - a)], s_eg[ﬂif)_—gl])[ u(a) J + ;12)— ff(t) sen [a)(b - t)]dt (6.4)

w'(a")
W(b") = (- sen[o (b - )} coslo(b - @) [ ue) ]+ L[ r@coslos-nld @5
u'(a®)| m

Obsérvese como por esta via de los splines generalizados se obtiene para el intervalo [a, b] = [a, T] la
conocida integral de convolucidn o integral de Duhamel (segundo sumando de (6.4))

ff(t)wdt
mao

la cual es obtenida usualmente a partir de la superposicién de las respuestas de los sucesivos impulsos
elementales en que se puede descomponer la accion f(f), o también y de forma analoga, como la
superposicion de la respuestas a las funciones escalén.

Por otra parte, el concepto de accién equivalente dado en el apartado 5.2 permite aproximar la respuesta
del sistema dentro del intervalo [a, b] mediante la expresion interpoladora siguiente

U(t)=iaCx, tela,b] (6.6)
donde
i =(u(a),u'(a"),u(b),u’(b7))
%' = (cos(w z),zcos(w z),sen(w z),zsen(w z)),z=t—a
y lamatriz Ces
cl-c}l -w(ce,+cy)  ccytey - wc}
C- 1 0 -c} lc, €,Cy — €y
cl-cl 0 o (c; +c,0,) —(cyc5+¢,)  @cc,
0 - C,Cy lc, c,C3 — ¢,
con

I=b-a,c =sen(wl),c, =cos(wl),c, =lw
El producto de las matrices C'y X dan como resultado un vector de funciones, las cuales constituyen una
base de Lagrange para las condiciones de interpolacién de Hermite definidas por # . Asimismo, el

conjunto de funciones dado en el vector X son un sistema fundamental para el operador L} . Obsérvese
" PY . 2_4 2.2 .
que la ecuacion caracteristica para el citado operadores m“r- + 20°r° + a)4 =0, la cual tiene por

raices w i(doble), — w i(doble) .

=

La respuesta aproximada U () se torna en exacta cuando la accion esta dada por una combinacién lineal

de las funciones cos(@t),sen(wt), pues,en este caso, la proyeccion ortogonal en el subintervalo
(c) Consejo Superior de Investigaciones Cientificas http://linformesdelaconstruccion.revistas.csic.es
Licencia Creative Commons 3.0 Espafia (by-nc)



80

Informes de la Construccion, Vol. 51 n® 464, noviembre/diciembre 1999

[a,b], de f(t) sobre el espacio engendrado por las funciones anteriores, coincide con la accién
original.

La utilizacion de la expresion (6.6) permite reducir de manera notable el volumen de calculos necesarios
para la determinacién de la respuesta del sistema. Este hecho se pone de manifiesto en el ejemplo

numérico siguiente

. . s .
Supongamos un sistema mecanico de masa m = 8 x 10° kg y constante de muelle del sistema de valor

k =10° N/m. La frecuencia natural circular es @ = vk /m = 35.35534seg ™"y el periodo natural

T =2n/w=0.1777seg . La accion f(t) que hemos elegido es de tipo impulsivo y su valor,a lo largo
del tiempo,se indica en el esquema de la figura 3(a). Se ha considerado para el calculo un intervalo de
tiempo de 0.40seg y condiciones iniciales nulas para el desplazamiento y la velocidad, determinandose

mediante (6.4) y (6.5) la respuesta exacta en 91 instantes de tiempo que se corresponden con la division

de los intervalos [0.0, 0.02], [0.02, O.IL [0.1, 0.2], [0.2, 0.3] y[0.3, 0.4] en diez partes iguales para

el primer intervalo y veinte partes iguales para los restantes. Se ha realizado, asimismo,una comparacion
entre dicha respuesta exacta(f) y dos respuestas aproximadas U(t),,U(?),, . que se han obtenido a

partir del concepto de accion equivalerte. En el primer caso, la respuesta aproximada U(t), se ha

obtenido interpolando con la expresion (6.6) los valores exactos de desplazamiento y velocidad en los
extremos de los intervalos de tiempo citados. Como puede comprobarse en la grafica de la figura 3 (b), a

partir del instante ¢ = O.ZSeg. donde el valor de la accidén se hace nulo y las oscilaciones son libres,

ambas respuestas coinciden. Consecuentemente, solamente se han tabulado los 51 valores' que
corresponden a instantes comprendidos entre el inicial y el de finalizacién de la accién exterior. El error

cometido desde el instante inicial hasta dicho instante, f = 0.2seg , se puede apreciar tanto en la grafica
como en la tabla. Por otra parte, considerando los subintervalos que tienen por extremos los instantes
t =0.0, 0.02,0.06, 0.1, 0.15, 0.2, 0.4seg, e interpolando nuevamente en los extremos de cada

uno, obtenemos la respuesta que hemos denominado respuesta aproximada U() u + 12 cual,como puede
apreciarse en la tabla, coincide practicamente con la respuesta teérica (entre 0.2y 0.4seg es igual ala

respuesta exacta). De esta manera la respuesta aproximada U(?),, obtenida por interpolacién en seis
intervalos, resulta en este caso, equivalente a la exacta, calculada mediante las expresiones (6.4) y (6.5)

enlos 91 instantes citados.
7. Comentarios finales y conclusiones

Se ha concretado en este trabajo un método de analisis, construccién y calculo de los splines
generalizados que esta basado en una interpretacion matricial del planteamiento variacional de la teoria
de splines. Dicho enfoque puede considerarse como alternativo a otras lineas de trabajo existentes que
emplean esencialmente procedimientos algebraicos en la construccion y analisis de dichas funciones. La
interpretacion efectuada ha permitido,.de manera natural, aplicar en el campo de los splines las técnicas
matriciales utilizadas en el calculo de estructuras y elementos finitos. El método que se ha propuesto para
el calculo de los splines es el de desplazamientos, aunque en el trabajo se comenta también, de forma
esquematica, el método de compatibilidad. De acuerdo con los resultados obtenidos, tanto el enfoque
seguido como la metodologia desarrollada pueden considerarse originales en el area de los splines, pues
en la extensa bibliografia consultada no se ha encontrado ningtin desarrollo proximo al aqui elaborado.

Por otra parte,la linea de trabajo seguida ha permitido una cierla extension del concepto de spline
generalizado, modificando alguna de las condiciones en las que se viene basando la definicion de dichas
funciones: regularidad global en las funciones que definen el operador al que va asociado el spline, en
lugar de la regularidad por subintervalos,como aqui se propone.

La formulacién matricial se ha planteado a través de conceptos propios de la metodologia variacional
aplicados a las funciones de forma locales que definen el spline, apareciendo, de manera directa, los
elementos del calculo matricial de estructuras: ecuacion de equilibrio local, matriz de rigidez, vector de
desplazamientos, vector de cargas nodales, etc., que encuentran sentido en el calculo de splines con esta
metodologia. Asimismo, es posible trasladar al calculo de estas funciones otros conceptos del calculo
matricial tales como expansion, ensamblado, condensacién nodal, etc. Ademas, se poner™de relieve
ciertas ventajas o posibilidades que no se han explotado suficientemente en la practica usual del calculo

de splines.
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Asi, las ventajas del método propuesto se centran, fundamentalmente, en la posibilidad de manejar
simultaneamente multitud de pardmetros y diferentes condiciones de interpolacion, es decir, modificar a
voluntad, en cada subintervalo, el valor de las funciones que definen el operador diferencial al que va
asociado el spline y asimismo utilizar condiciones de interpolacién que pueden ser diferentes de unos
nodos a otros, teniendo la opcion de modificar éstas en cualquier momento, sin necesidad de cambiar la
ecuacion que hemos denominado de equilibrio global.

Por otro lado, también se ha ir)c!uido la posibilidad de incorporar al célculo las acciones que hemos
denominado de tipo puntual. Estas, como se comenta en el trabajo, han sido empleadas por algunos
autores de una manera indirecta al considerar la inclusién de nodos adicionales, fijando adecuadamente
sus ordenadas para evitar, por ejemplo, la aparicion de puntos de inflexion extrafios. También se han
empleado en los splines de suavizado donde la curva spline se une,de manera elastica,a ciertos puntos
de ordenada fija. Para dichos casos la construccion se ha efectuado para tipos muy particulares de
condiciones de interpolacién y de una manera un tanto rigida, que contrasta con la versatilidad del

enfoque aqui desarrollado.

Por lo que se refiere a otros aspectos, puede sefialarse el resultado descrito para el caso de operadores
autoadjuntos en la forma usual, que relaciona la unicidad de solucién del problema de interpolacion con
splines generalizados, con la unicidad de solucién de un problema de interpolacién polinomial de Hermite-
Birkoff. También destacamos el resultado de reciprocidad en teoria de splines,lo que pone de manifiesto
el alcance de la generalizacién realizada. Esta linea permitiria dar interpretacion, en el campo de los
splines, a otros teoremas'distintos al de reciprocidad, como son, por ejemplo,los de Castigliano, trabajo

minimo, etc.

La teoria de splines generalizados como técnica de interpolacién encuentra un importante campo de
aplicacion en la aproximacion de las soluciones de problemas de contorno unidimensionales cuando se
emplean las técnicas de elementos finitos o elementos de contorno. En esta linea el enfoque seguido ha
permitido demostrar e interpretar con facilidad en que casos la solucion de estos problemas de contomno
es nodalmente exacta. Aunque lo anterior es bien conocido por la teoria de elementos de contorno y de la
funcién de Green vy, especialmente, desde el trabajo de P. Tong ([22]), el planteamiento desarrollado,
ademas de lo indicado anteriormente, nos ha conducido a la idea de accion equivalente, generalizando la
idea de accién nodal equivalente. Hay que sefalar también como resultado, derivado del planteamiento
propuesto, que se obtienen soluciones nodalmente exactas,independientemente de que las funciones de
prueba utilizadas sean,o no, splines generalizados; bastando con que éstas intervengan solamente como
funciones de ponderacién. Ademés, la exactitud nodal de la solucion se puede conseguir incluso para
derivadas altas a partir de las ecuaciones de equilibrio de los elementos.

Se indica finalmente que las ideas expuestas en el trabajo, se han ilustrado con aplicaciones a casos
sencillos, en diferentes contextos, como son,por ejemplo, el de las técnicas gréficas, el propio del calculo
de estructuras y el del célculo dinamico. Esto viene a poner de manifiesto que la potencialidad y

versatilidad de los planteamientos matriciales de la teoria de splines generalizados permite englobar,
dentro de una misma metodologia,éreas que tradicionalmente son estudiadas de manera separada.
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