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RESUMEN

Se estudia la influencia en la dinamica de una estructura
articulada de barras de madera, de la aproximacion a las
propiedades tension - deformacion del material. Se ha
adoptado un método de calculo por diferencias finitas en el
dominio del tiempo, con un modelo de masas concentradas en
los nodos.
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SUMMARY

Influence in the dynamics of an articulated structure of sweep
wooden, of the approximation to the material tension-
deformation properties.A time-domain calculation method by

[inite differences has been used with a model of lumped

masses in the nodes.

1. Introduccion

Cuando en un calculo dinamico se termina asumiendo el
comportamiento no lineal del material, dejan de tener
validez aproximaciones y simplificaciones ampliamen-
te utilizados como son los modos propios de vibracion, que
se basan en el analisis del movimiento en el dominio de las
frecuencias.

Enun estudio anterior [1] ya hemos analizado en qué casos
no son despreciables los efectos no lineales y, por tanto, no
son admisibles hipodtesis simplificativas que suponen
constante el modulo de Young. En esta ocasion pretende-
mos estudiar, una vez que asumimos la necesidad de
efectuar un analisis no lineal, en qué medida puede llegar
ainfluir el grado de aproximacion a las propiedades reales
del material.

Para este estudio usaremos la estructura que describimos
enel puntosiguiente. Destacamos aqui que tomamos como
material la madera, por poseer una grafica de tension-
deformacion eminentemente no lineal.
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2. Definicion del problema

La estructura objeto de estudio esta formada por barras de
madera, unidas en sus extremos mediante articulaciones y
sujetaaunas condiciones de contorno o coacciones y aunas
fuerzasexteriores dadas, que se resumenenlaFig. 1. Todas
las barras son de idéntica longitud, de valor: 1 metro.

Sdlo se consideran fuerzas aplicadas en los nudos, siendo
los vectores indicados fuerzas de tipo constante. Lafuer-
za representada con la doble flechaen el nudo 9 represen-
ta una carga variable en el tiempo, de tipo senoidal, con
frecuencia angular 200-w y con direccion vertical. La
amplitud A de esta carga variara en los distintos casos
estudiados, con el fin de conocer la influencia de dicha
amplitud en el comportamiento dinamico. Los segmentos
de los nudos 3, 4 y 8 representan coacciones e indican en
qué direccion se halla impedido el desplazamiento del
nudo.

Si describimos el comportamiento de las barras en
funcidn de sus extremos, se verifica que sus ecuaciones de

http://informesdelaconstruccion.revistas.csic.es



16

Informes de la Construccién, Vol. 49, n° 449, mayo/junio 1997

- 2
Seccion barras= 16 cm’

100 §= A'sen w-t
w= 628 1/sg

1 71 coacciones

movimiento resultan [2]:

D+ C+MU=R(®) [¢))
siendo:

D - matriz de fuerzas internas
U - matriz de desplazamientos
C - matriz de amortiguamiento
M - matriz de masas consistente
U - matriz de aceleraciones

R - matriz de fuerzas exteriores

Que en coordenadas locales resulta [4]:

(2010) (i )
La | 0201 |
M=2EA. U=\ . @)
6 1020 i3
0102 i
con:
p - densidad
L - longitud

A - seccidn transversal

Con la aproximacion de masas concentradas y suponiendo
los efectos de inercia asociados con los grados de libertad
rotacionales despreciables, la matriz M la simplificamos
en [3]:
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En este articulo analizamos una estructura de maderaen la
que los efectos de amortiguamiento y de histéresis en el
material son despreciables, de tal manera que la ecuacion
(1) se puede reducir a:

K-U+M-U=R() “

donde:
(1 0-10)
RE)A 00 0 O
K=
L -10 10 ®)
0000

Asi definido el problema, se observa que la no linealidad
proviene de la matriz de rigidez K, debido al término f(E),
que representala curvade tension-deformacion del material.
En nuestro caso, el material adopta la curva que se refleja
en la Fig. 2, que se ha elegido por su. alto grado de
alinealidad [5]

Es costumbre simplificar dicha curva reduciéndola a dos

rectas, segun la grafica de la Fig. 3 (donde se considero
E*=220-10° kg/cm? y E"= 60-10° kg/cm?). De esta forma
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el problema se reduce, ya que el modulo de Young pasa a
tomar sdlo dos valores constantes, uno para deformacio-
nes positivasy otro para negativas, con lo cual, sabiendoen
cada instante si la barra esta traccionada o comprimida, se
le asigna una matriz de rigidez u otra.

Se observa que, aun siendo las dos graficas anteriores
relativamente semejantes, el esfuerzo de calculo puede
variar sustancialmente de tomar una aproximacion a otra.
En este articulo intentaremos estudiar en que grado varia
el comportamiento de la estructura segin que grafica
tomemos.

En ambos casos se analiza el movimiento de la estructu-
ra, debido a la fuerza dinamica, a partir del equilibrio y
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deformacidén de la estructura producido por las fuerzas
estaticas. Logicamente, la posicion de equilibrio estatico
variara ligeramente segun que grafica consideremos,
partiendo de la base de que la estructura se halla en
equilibrioestaticoy que el movimiento dela mismase debe,
unicamente, a la carga variable

3. Método de calculo

Resolvemos la ecuacion (4) aprovechando que M es diago-
nal con determinante distinto de cero, pudiéndose despejar
la matriz de aceleracion:

U=M"-[R-K-U] (6)

Como método de resolucion resolvemos la ecuacion (6)
mediante el método iterativo Adams-Moulton de cuarto
orden. Se ha usado el método de Runge-Kutta de cuarto
orden como métoglo iniciador hasta la cuarta iteracion y, a
partir de ésta, se pasa al método predictor corrector de
Adams-Moulton, que, con respecto al primero, presenta la
ventajade que el calculoresulta ser mas rapido. El esquema
de estos métodos es:

Runge-Kutta de cuarto orden [6]:

Uit =Ui+At-Ui+-Agt--(k1+k2+k3)

. . (7
Ui = Ui+ ¢ - (ki +2:ka +ks +ka)

donde:

ko =U(t, U)

k1 =Ut+6, - A, U+ (@10 - ko) - At)

ko =Ut+0, - At, U+ (020 - ko + 021 - k;) - At)

ks =U(t+03-At, U+ (030 - ko + 031 - k) +03; - ko) - Ab)

y donde:

0,=1/6 ; 0,=13 ; 0,=13 ; 0,=1/6
6,=12;06,=1/2 ; 6,=1
0,=1/2 ; 0,070 ; 0, =12 ; ©0,,=0; 0,,=0;

W, =1

Adams-Moulton de cuarto orden [6]:

Prediccion:

v, =Ui+%.(55-Ui-59-Uj,] +37.Uivz—9.U<.4.3)

U i =Ui+-2A—;-~(55~Ui—59~0i4+37~Ui-2—9'Ui_3)
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Correccion:

U in =Ui+%'(9'0/ i+1+19‘Ui_5'Ui—1+Ui-—2)
Uin :Ui‘f'%'(g'Uiﬂ+19'Uj—5-Ui,1+Ui_2>

donde los términos prima son valores intermedios
relacionados por la ecuacion (6)

Eneste tipo de esquemas de integracion el error se estima
del orden del intervalo de tiempo elevado a la cuarta

632
BILIMNEAL & 40 AMORT O

444

potencia. En nuestro caso hemos tomado At= 1-107 seg,
Lasecuaciones las resolvemos para unas 65.536 iteracio-
nes sucesivas, de tal modo que se analizaron 0,65 seg, de
movimiento, con una precision en las frecuencias de
9,58 seg’!.

4. Resultados
Paraestudiar las caracteristicas del movimiento utilizamos

la transformada rapida de Fourier de las aceleraciones
obtenidas y lascorrespondientes distribuciones de densidad
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de potencia, asi como las tensiones maximas que se alcan-
zan en cada barra en el intervalo de tiempo analizado.

Se han realizado dos series de estudios: uno, con la grafica
del material bilineal y el otro, usando una no lineal
poligonal que se aproxima, casi perfectamente, a la grafi-
ca real. En los distintos casos de cada serie la unica
variacion que se ha introducido es que la carga senoidal
varia su amplitud. Para simplificar la exposicion,
unicamente aportaremos los resultados de los tres casos
mas significativos:

1.- Amplitud de la carga senoidal de 10 kg, que representa
del orden de la décima parte de las cargas estaticas.

6 BILINEAL
@ 410 AMORT O

Y44
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2.- Amplitud senoidal de 200 kg, de modo que Ia carga
dinamica sea del orden de las cargas estaticas verticales.

3.- Amplitud senoidal de 400 kg, teniendo, por tanto, la
carga dinamica una magnitud del orden del doble de las
estaticas.

En la Fig. 4 se presentan los espectros del nudo 1 (ver
Fig. 1) en la direccion vertical Z, para las dos series de
materiales y para los 3 casos de carga comentados, y en la
Fig. 5 para la direccion Y en el nudo 10, también para las
dos series.

Por otra parte, resulta interesante comparar los esfuerzos
axiles maximos que se producen en uno y otro caso.
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En la Fig. 6 se ofrece la comparativa de los esfuerzos axi-
les (en kg) correspondientes a la posicion de equilibrio,
debidos a las cargas estaticas, para ambos tipos de
diagramas.

Se aprecia, que en este estado inicial, los valores de los
esfuerzos son practicamente idéntico; ello se debe a que las
tensiones de trabajo son bastante bajas (menores de 40
kg/cm?), por lo que nos movemos en la parte de las graficas
proximas al origen de coordenadas, reflejando que la
aproximacion de la grafica bilineal es bastante exacta en
estos primeros tramos.

Enla Fig. 7 se ofrecen los valores minimos y maximos en-
tre los que ha oscilado el esfuerzo axil de cadabarra duran-
te el periodo de estudio, debidos, por una parte, a la carga
senoidal de minima amplitud estudiada (10 kg) y, a
continuacion, los que originé la maxima carga dinamica
(amplitud 400 kg).

5. Comentarios y conclusiones

Se ha estudiado el comportamiento de una estructura
formada por un material no lineal, sin histéresis y sin
amortiguamiento, bajo los supuestos del diagrama real y
uno simplificado, de tipo bilineal, para intentar estimar el
grado de error que introduce esta aproximacion.

Respecto al comportamiento estatico se puede resumir que
st laestructura se encuentra relativamente poco solicitada,

Barra Bilineal No lineal
1 176.48 176.45
2 402.85 402.79
3 624.26 624.27
4 -24.02 -24.04
5 -398.99 -399.02
6 -774.03 ~774.05
7 75.51 75.50
8 200.13 200.13
9 196.34 196.41
10 74.63 74.67
11 60.46 60.48
12 -31.96 -31.94
13 -547.32 -547.41
14 32.14 32.11
15 31.21 31.18
16 549.51 549.55
17 60.65 60.66
18 213.60 213.62
19 214.03 214.03
20 -213.67 -213.68
21 -213.24 -213.26
22 -217.27 -217.21
23 124.33 124.34
24 272.61 272.66
25 ~283.22 -283.22
26 ~-283.21 -283.21
27 18.88 18.87

Fig. 6
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las diferencias apenas seran perceptibles. Incluso si las
cargas dinamicas son pequeiias, los esfuerzos maximos y
minimos que soporta cadabarraapenasdifieren, pudiéndose
decir lo mismo del analisis en el dominio delas frecuencias,
donde iinicamente se puede apreciar que con la graficareal
del material las frecuencias principales no resultan tan
nitidamente afinadas como en el caso bilineal.

Cuando las cargas dinamicas son del orden de las estati-
cas, aunque no nos alejamos mucho del origen de
coordenadas -tensiones del orden de 80 kg/cm?-, los anali-
sisde latransformada de Fourier (Fig. 4) empiezana diferir
y cuando empleamos las mayores cargas dinamicas
(amplitud= 400 kg, tensiones del orden de 120 kg/cm?),
podemos concluir que se observa una clara diferenciacion
delos puntos que corresponden alasfrecuencias principales
del modelo no lineal con respecto el modelo bilineal.
Cuando analizamos los esfuerzos que se nos producen en
este tltimo caso (Fig. 6), vemos que incluso las diferencias
se acrecientan mucho mas, siendo abundantes lasbarrasen
las que los axiles difieren en proporciones del orden del
doble y del triple.

Podemos concluir, por tanto, que,con cargas dinami-
cas importantes, es preciso considerar el diagrama real del
material cuando éste es altamente no lineal, tanto en lo que
atafie al comportamiento de la estructura en el dominio de
las frecuencias como por la estimacion de los esfuerzos,
donde se pueden producir facilmente errores del orden del
triple de los valores maximos.

BIBLIOGRAFIA

[1] LOPEZ Y M. MUNOZ: “Influencia de lano linealidad del
material en la dindmica de estructuras articuladas de
madera”. Informes de la Construccion. n° 444 julio/agosto
1996

[2] s. S. RAO: “Mechanical Vibrations” 3* Ed. Addison-
Wesley Co. Reading, Massachusetts. 1995. Chap. 1-2

[3] M. L. JAMES, G. M. SMITH, J. C. WOLFORD, P. W.
WHALEY: “Vibration of Mechanical and Structural
Systems”. Harper& Row Publishers, New York 1989. Chap.
6-7

[41 RAMON ARGUELLES ALVAREZ: “Calculo de
Estructuras”. E.T.S.I. de Montes, Madrid 1981. Cap. XXI

[5]1 RAMON ARGUELLES ALVAREZ Y FRANCISCO
ARRIAGA MARTITEGUI: “Disefio y calculo de estructuras
de madera”, C.O.A.M.

[6] Curso de “Métodos avanzados de calculo dinamico de

estructuras”. E.T.S. de Ingenieros de Caminos, Canales y
Puertos. Universidad de La Corufia. junio 1996

http://informesdelaconstruccion.revistas.csic.es



21

Informes de la Construccién, Vol. 49, n° 449, mayo/junio 1997

Diagrama bilineal.
Amplitud carga 10 kg.
Esfuerzos:

Barra axil (kg) axil (kg)
minimo maximo

1 174.1 178.9
2 399.6 406.1
3 617.5 632.2
4 -25.7 -22.5
5 -405.4 -391.9
6 -780.1 -766.8
7 74.1 77.0
8 197.1 203 .4
9 191.5 201.9
10 67.4 83.1
11 55.4 65.4
12 -40.6 -24.1
13 -560.3 -532.6
14 27.9 36.2
15 22.3 40.4
16 534.4 563.5
17 58.2 63.3
18 204.6 221.1
19 207 .4 221.6
20 -222.4 -203.7
21 -220.2 -206.1
22 -227.1 -209.7
23 120.2 127.8
24 261.9 281.5
25 -288.0 -278.5
26 -291.1 -275.9
27 6.4 30.1

Diagrama no lineal.
Amplitud carga 10 kg.
Esfuerzos:

Barra axil (kg) axil (kg)
minimo maximo

1 174.1 178.4
2 399.7 406.1
3 615.7 635.1
4 -25.6 -22.5
5 -407.0 -392.0
6 -783.0 -766.2
7 74.1 76.8
8 197.0 203.5
9 191.2 202.4
10 65.9 84.1
11 54.6 66.4
12 -42.1 -22.3
13 -564.1 -530.9
14 27.1 37.4
15 20.1 42.4
16 5}2.6 565.6
17 58.4 63.0
18 204.8 222.7
19 206.0 221.8
20 -223.8 -203.2
21 -221.5 -204.8
22 -226.7 -207.2
23 119.9 129.0
24 260.3 285.2
25 -288.7 -278.5
26 -292.0 -275.3
27 5.9 31.5

Diagrama bilineal.
Amplitud carga 400 kg.
Esfuerzos:

Barra axil (kg) axil (kg)
minimo maximo

1 -926.7 759.6
2 -363.1 1090.1
3 7.1 1212.6
4 -346.5 187.1
5 -713 .4 -16.9
6 -1144.7 -478.8
7 -940.2 746.6
8 -745.9 860.2
9 ~-828.2 920.7
10 -1399.2 730.5
11 -958.3 700.9
12 -376.5 157.8
13 -1079.9 -13.6
14 ~964.8 642.5
15 -1235.3 684.5
16 ~342.8 1299.6
17 -1009.7 572.2
18 -801.4 834.8
19 ~446.9 786.6
20 -647.7 144.1
21 -570.7 119.6
22 -570.9 138.8
23 ©-767.0 785.9
24 -859.9 1065.1
25 -597.8 77.6
26 -632.9 52.1
27 -1452.1 719.4

Diagrama no lineal.
Amplitud carga 400 kg.
Esfuerzos:

Barra axil (kg) axil (kg)
minimo maximo

1 -1606.7 1327.2
2 -671.5 1350.6
3 -356.4 1676.4
4 -458.9 199.5
5 -876.5 87.7
6 -1229.0 -375.0
7 -1734.5 1017.8
8 -1782.6 1311.7
9 -1362.6 1411.7
10 -2178.5 959.8
11 -2045.5 1194.5
12 -459.8 182.6
13 -1175.9 82.4
14 -1839.3 1001.1
15 -1984.7 1053.7
16 -1063.3 1780.1
17 -1849.3 1214.9
18 -1446.5 1322.3
19 -1228.6 1178.0
20 -825.4 187.4
21 =706.1 140.5
22 -751-.7 111.3
23 -2162.4 1248.1
24 -1627.2 1527.1
25 -655.0 52.8
26 -718.3 105.2
27 -2358.0 1047.5
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Fig. 7
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